UNIVERSITA DEGLI STUDI DI MODENA E REGGIO EMILIA

DIPARTIMENTO DI SCIENZE FISICHE, INFORMATICHE E MATEMATICHE

Corso di Laurea Magistrale in Matematica

‘(\) M MU 7'/v

= UNIMORE
2 S

= g

% o UNIVERSITA DEGLI STUDI DI
(’3/, £ MODENA E REGGIO EMILIA

’PO %\
1175

LISA-AIS:
Controllo Dinamico del Batch Size
ed Adaptive Importance Sampling
nel Deep Learning

Relatore: Laureanda:

Prof.ssa Giorgia Franchini Marta Munari

Correlatore:

Dott. Matteo Lombardi

Anno Accademico 2024 /2025






Sommario

La necessita di gestire problemi su larga scala rende fondamentale lo sviluppo di algo-
ritmi di Deep Learning che operino in tempi computazionali sostenibili. La presente
tesi affronta il problema di minimizzazione del rischio empirico per I’addestramento
dei modelli attraverso il metodo di Discesa del Gradiente Stocastico (SGD), foca-
lizzandosi sulle strategie di riduzione della varianza del gradiente stocastico al fine
di migliorarne 'efficienza e la stabilita. Tra queste, si distinguono l’estrazione di un
mini-batch di campioni all’interno della stessa iterazione, il controllo della sua di-
mensione e la scelta della distribuzione di campionamento utilizzata. In particolare,
sono state studiate e integrate le seguenti strategie: la riduzione progressiva della
varianza attraverso I’aumento dinamico della dimensione del mini-batch, presentata
nell’algoritmo DeepLISA, e la distribuzione di campionamento Adaptive Importan-
ce Sampling (AIS), un metodo Monte Carlo che approssima la minimizzazione della
varianza rispetto alla scelta delle distribuzioni di probabilita.

In principio, sono state sviluppate alcune varianti di DeepLISA, che, aggiornando
puntualmente la dimensione del mini-batch, permettono di ottenere risultati iniziali
migliori grazie alla velocizzazione del processo nelle prime epoche.

Successivamente, attraverso 'integrazione della strategia AIS all’interno
dell’algoritmo DeepLISA, la tesi evidenzia come il metodo risultante, I’algoritmo
DeepLISA-AIS, permetta di ottenere un rapido incremento delle prestazioni in poche
iterazioni, migliori rispetto a quelle dell’algoritmo originale, riducendone inoltre il
comportamento oscillatorio. Tuttavia, I’analisi ha mostrato che ’accuratezza tende
a stabilizzarsi intorno all’87.9%, risultando inferiore rispetto al metodo originale, il
quale raggiunge 1'89.0%.

Le due difficolta principali riscontrate nell’implementazione dell’algoritmo in am-

biente PyTorch riguardano la saturazione della memoria del calcolatore e il proibitivo




tempo computazionale legato al calcolo dei gradienti per campione, necessari per la
strategia AIS. Tali operazioni ritardano il processo di circa 50 secondi per ogni epo-
ca, rendendo la qualita delle prestazioni non paragonabile a quella di DeepLISA in
termini di tempo.

Per superare queste limitazioni, sono state sviluppate ulteriori varianti, tra cui
I’aggiornamento della distribuzione di campionamento con cadenza per epoca e ’ag-
giornamento puntuale della dimensione del mini-batch. Queste modifiche hanno
permesso di risparmiare rispettivamente circa 4 secondi per epoca e 5 minuti sul
tempo totale, peggiorando tuttavia il comportamento oscillatorio del metodo.

Risultati di maggior rilievo sono stati ottenuti attraverso I'alternanza del cam-
pionamento casuale e della distribuzione adattiva, che ha permesso di stabilizza-
re I'accuratezza ad una soglia superiore rispetto a DeepLISA attraverso un tempo
computazionale adeguato, raggiungendo circa 1’89.4%.

Infine, si ¢ deciso di provare ad eliminare completamente il calcolo dei gradienti
per campione, cogliendo informazioni unicamente dal gradiente del rischio empirico
sull’intero mini-batch. Attraverso tempi computazionali molto simili a quelli di Dee-
pLISA, questa soluzione permette di ottenere un’accuratezza dell’89.0%, garantendo
le stesse prestazioni ma con meno oscillazioni.

Gli algoritmi proposti sono stati validati per ’addestramento di una particolare
rete neurale convoluzionale, per la classificazione del dataset CIFAR10: la Residual
Network (ResNet18). Essa ¢ costituita da diciotto strati separati in blocchi dalle co-
siddette shortcut connections, che permettono di ridurre il problema di degradazione

dell’accuratezza presente nelle reti neurali molto profonde.
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Capitolo 1

Fondamenti di Machine Learning e

Deep Learning

Il metodo del Gradiente Stocastico (SGD) ¢ un algoritmo iterativo che permette
la risoluzione di particolari tipologie di problemi di ottimizzazione, la cui funzione
obiettivo dipende da una distribuzione di probabilita: i problemi di Ottimizzazione

Stocastica.

Definizione 1.0.1 Un problema di Ottimizzazione Stocastica non vincolato é
un problema di minimizzazione (o massimizzazione) la cui funzione obiettivo dipende

da una variabile aleatoria. Esso assume la sequente forma

min F(z) = E[f(z,&)]

z€R4
dove

e & ¢ un vettore aleatorio;

o f: R x ¢ — R, funzione di costo che misura la "bonta" dei parametri x

rispetto ad una specifica realizzazione del vettore aleatorio &;
e [aspettazione E & costruita rispetto a & nello spazio di probabilita (=, F,P).

Tale problema ¢ ampiamente ricorrente nell’ambito del Machine Learning e, in
particolare, del Deep Learning. Il seguente capitolo descrive il contesto teorico e

applicativo di riferimento, servendosi dei documenti [14}15]31].




1.1. MACHINE LEARNING E PROBLEMA DI APPRENDIMENTO
SUPERVISIONATO

1.1 Machine Learning e Problema di Apprendimen-

to Supervisionato

Di seguito, si introducono i concetti fondamentali del Machine Learning, con riferi-

mento a [14}31].

Definizione 1.1.1 Si definisce Machine Learning un insieme di metodi in grado
di individuare automaticamente pattern nei dati ("learning from examples”) e,
successivamente, utilizzarli per prevedere dati futuri o per esequire ultertori tipi di

processi decisionali [25].

Dunque, é possibile definire il problema di apprendimento. Siano due insiemi
di variabili X C R% ¢ Y C R%, legati secondo la distribuzione di probabilita
pxy(X,y), definita su X x Y: solitamente, un elemento di X non ¢ associato in
modo univoco ad un elemento di Y.

Si consideri un insieme di coppie input-output, chiamato training set,
S:{<Xz,yl) eXxY.: i:1,2,...,n}

dove n € N rappresenta il numero degli esempi ottenuti campionando X X Y se-
condo la distribuzione generalmente sconosciuta pxy(x,y). X; e y; sono chiamati
rispettivamente features (o attributi) e response variable.
Il problema di apprendimento consiste nell’individuare uno stimatore a par-
tire da S
hs : X —-Y

appartenente ad uno spazio di ipotesi adatto H, che puo essere utilizzato per pre-

vedere il valore y € Y corrispondente a x € X, ossia
hs(x) ~y

Esso puo essere suddiviso in due principali tipologie di apprendimento: apprendi-
mento supervisionato e apprendimento non supervisionato. In particolare, il primo
puo essere ricondotto alla risoluzione di un problema di ottimizzazione stocastica.

Dato il training set di esempi input-output

S:{(Xi,yi)EXXY . i:1,2,...,n},
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I’apprendimento supervisionato ha lo scopo di dedurre le informazioni sulla
probabilita sconosciuta che genera i dati e utilizzarla per prevedere dati futuri: dato
un nuovo input, fornire un output che abbia la maggior probabilita di correttezza.
La funzione hs che approssima la relazione teorica tra X e Y é detta funzione di
predizione ( o predittore).

Inoltre, si supponga che la funzione di predizione hs abbia una forma predefinita
che dipende dalla scelta di un vettore di parametri w € R?; si ricorrera alla forma
h(w; - ) per esprimere tale dipendenza. Il problema di apprendimento consiste nello
scegliere dall’insieme di parametri di w € R? quello in grado di ottenere la funzione
di predizione h(w; -) che meglio approssimi gli output dei dati, ossia che minimizzi
gli errori di predizione:

h(w;x) ~y.

Tra i problemi di apprendimento supervisionato, si distinguono: classificazio-
ne binaria, se Y = {y;,y2}; classificazione multipla, se Y = {y1,y2,...,9c};

regressione, se Y = R.

Osservazione 1.1.2 Cosi come appena mostrato, le definizioni e gli enunciati suc-
cessivi faranno riferimento a un predittore scelto in un insieme di funzioni aventi

forma predefinita, delle quali sara esplicitata la dipendenza da un parametro w € RY.

1.1.1 Problema di Minimizzazione del Rischio

Allo scopo di scegliere la funzione piu adatta, che permetta di minimizzare gli errori
di predizione, € necessario introdurre la definizione di funzione loss. Essa misura la
discrepanza tra il valore reale dell’output e quello predetto dallo stimatore stesso.
Siano due spazi X C R% e Y C R%, rispettivamente di input e output. Data
una funzione di predizione h(w; -) : X — Y, il cui comportamento ¢ determinato
dal vettore dei parametri w € R? ¢ definita funzione loss (o funzione costo)

un’applicazione

L:XxY xY —[0,+00)

(x,y,¥) — L(x,y,y),
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dove y := h(w;x) ¢ la predizione corrispondente all'input x tramite h(w; -), tale
che
L(x,y,y) =0 Vxe X VyeY.

In particolare, data una coppia input-output (x,y), il valore L(X,y, h(w;x)) rap-
presenta il costo associato al divario tra la predizione del modello e il valore reale.
La scelta della funzione loss da utilizzare é strettamente legata al tipo di problema
in analisi.

Servendosi di tale funzione, che rappresenta ’errore compiuto da un predittore
per una particolare coppia input-output, si definisce la misura della sua capacita
globale. Sia lo spazio input-output X X Y caratterizzato da una probabilita P :
X xY —[0,1], dove X CR% ¢ Y C R,

Data la funzione di predizione h(w, -) e la funzione loss L, si definisce rischio
atteso

R:R! >R,

dipendente da un vettore di parametri w € R? relativo a h,

R(w) = Exy)~pr [L(X,y, f(w;x))] = /Rdszdy L(X,y, f(w;x)) P(x,y) dxdy.

A partire da questo, € possibile enunciare lo scopo del Machine Learning, su cui si

basa la scelta del modello migliore per il problema di apprendimento considerato:

Proposizione 1.1.3 (Principio di Minimizzazione del Rischio Atteso) Sia lo
spazio input-output X X 'Y dotato della misura di probabilita P : X xY — [0,1],
dove X C R¥% ¢Y C R%. Si consideri un insieme di funzioni h(w; -), dipendenti
dal vettore di parametri w € RY.

La scelta della funzione di predizione migliore per il problema di apprendimento
ricade su h(w*; ) tale che w* sia soluzione del problema di minimizzazione del
rischio atteso R(w)

min R(w) (1.1)

wcRd

Tuttavia, generalmente la distribuzione di probabilita associata allo spazio X x Y
¢ sconosciuta. Dunque, non essendo possibile minimizzare il rischio atteso (1.1,
¢ necessario applicare il seguente principio induttivo: sostituire il rischio atteso
R(w) col cosiddetto rischio empirico Remp(Ww) (1.3]) e approssimare la funzione di

predizione h(w*; -) attraverso il nuovo problema di ottimizzazione.
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Definizione 1.1.4 Dato un insieme di dati S = {z1,29,...,2,}, & chiamata den-

sita di probabilita empirica la densita di probabilita

1 n
() = 1 2042
dove 0g ¢ la distribuzione delta di Dirac, tale che, per ogni funzione

[se@s©ae = se 12)

Si consideri un training set finito,
S={x,y;) EX XY CR¥" xR% : i=1,...,n},

generato secondo la distribuzione di probabilita P : X x Y — [0, 1].
Scelto un insieme di funzioni di predizione h(w; -), definite da un vettore di

parametri w € R? e una funzione loss L : X x Y x Y — R, il rischio empirico
Remp : R = R, (1.3)
dipendente da w € R?, & ottenuto come

Remp(W) = E(x,y) ~permp [L (Xa y, h(w; X))}

= / L(%,y, h(X; W)) pemp(X, y) dx dy
XXY
1 n

= ﬁ ;1 L(Xi7Yi7h(W7Xi))

dove pemp € la densita empirica:

1 n
Pemp (%, ¥) = 5 D B ()3, ().
i=1
Si osservi che la terza espressione ¢ conseguenza diretta della proprieta (1.2)). Essa,
ponendo

fl(W) = L(Xlay’uh(waxz)) Vi e {1,2,...,71}
puo essere riscritta come

Remp<W) = %Z fl(w>

Infine, é possibile enunciare il principio induttivo di minimizzazione del rischio

empirico (ERM principle):
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Proposizione 1.1.5 (Principio di Minimizzazione del Rischio Empirico) Sia
lo spazio input-output X X Y dotato della misura di probabilita sconosciuta P :
X xY — [0,1], dove X C Ré% e¢Y C R%. Si consideri un insieme di funzioni
f(w; ), dipendenti dal vettore di parametri w € RY.

Dato il training set, costituito secondo la densita di probabilita P,
S={x,yi)) EXXY CR¥ xR% : i=1,...,n},

¢ possibile scegliere come approssimazione della funzione di predizione per il proble-
ma di apprendimento h(w*; -) tale che w* sia soluzione del problema di minimizza-
zione del rischio empirico R ep,(W)

iy Ry (w) (1.4)
Infatti, il rischio empirico puo essere utilizzato per approssimare il rischio atteso, con-
siderando un numero di esempi del training set sufficientemente grande. Cio emerge

dalla seguente proprieta, dimostrabile mediante il teorema dei Grandi Numeri:

Proprieta 1.1.6 Sia n il numero di esempi all’interno del training set e sia h la
funzione di predizione utilizzata, allora il rischio empirico converge in probabilita al
rischio atteso:

Remplh] —— RIR)]

n—oo

08s1a

Ve>0 lim P(|Repnylh] — R[R]| >€) =0

n—oo
Tuttavia, la minimizzazione dell’errore compiuto sul training set, il rischio em-
pirico, non puo essere l'unico requisito per la determinazione del modello migliore

per il problema di apprendimento: si parla della capacita di generalizzazione.

1.1.2 Bias-Variance Dilemma e Regolarizzazione del Rischio
Empirico

I testi di riferimento per tale sezione sono [14}15].
Lo scopo principale del Machine Learning ¢ trovare un modello dotato di ca-
pacita di generalizzazione, ossia dell’abilita di predire correttamente gli output

anche per nuovi input, non utilizzati per I'addestramento. Mentre il principio ERM
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(1.4) permette di diminuire la misura dell’errore sul training set, il training error, &
necessario trovare una strategia che garantisca cio anche per il cosiddetto errore di
generalizzazione, anche chiamato test error.

In generale, puo presentarsi uno dei seguenti casi:

1. underfitting, in cui si introduce un bias nel modello, il quale non ¢ in grado

di ottenere un errore di training sufficientemente basso;

2. overfitting, dove il modello si adatta perfettamente ai dati del training set,
ma aumenta la sua varianza: piccole variazioni sui dati forniti per ’addestra-
mento, possono portare a grandi modifiche del modello. In tal caso, si perde la
capacita di generalizzazione, aumentando la distanza tra training error e test

error.

Dunque, ¢ necessario sviluppare delle strategie che permettano di raggiungere il
giusto compromesso tra i due casi. Nella statistica classica, questo problema é
chiamato Bias-Variance Dilemma.

Per controllare tale situazione € necessario selezionare un adeguato spazio di
ipotesi, insieme di funzioni che possono essere selezionate per il modello di appren-
dimento. Scegliere un insieme molto limitato, ad esempio considerando solo funzioni
lineari, potrebbe portare ad una situazione di underfitting: la dipendenza funzionale
tra input e output non emerge dai dati, ma da un bias introdotto dallo spazio scel-
to. Viceversa, attraverso un insieme troppo grande si potrebbe ottenere overfitting:
esistera sempre una funzione in grado di adattarsi perfettamente al training set.

Ulteriori strategie che permettono di raggiungere lo scopo sono i metodi di re-
golarizzazione. Essi permettono di migliorare la capacita di generalizzazione del
modello a discapito dell’errore compiuto sull’insieme di addestramento. Tali metodi
sono considerati efficienti se permettono di ridurre la varianza, non aumentando ec-
cessivamente il bias introdotto. In particolare, metodi di regolarizzazione consistono
nell’aggiungere alla funzione obiettivo Remp(W;S), dipendente dal training set S e
dai parametri del modello w € R?, un termine di penalizzazione (w) costruito

attraverso la norma dei parametri stessi. Il problema di minimizzazione diventa:

min Reyp(W; S) + AQ(w) (1.5)

wcRd

dove




1.2. DEEP LEARNING E RETI NEURALI CONVOLUZIONALI

e S é l'insieme di addestramento;

e Q(w) = [|w]|Z, con ¢ > 0, ¢ la penalita, la cui scelta influenza il tipo di
soluzioni. Solitamente si sceglie ¢ = 1 oppure g =2 e A\ = % In quest’ultimo

caso, A ¢ chiamato weight decay;

e )\ € [0,400) ¢ l'iperparametro che stabilisce il peso di 2(w) nella funzione
obiettivo. Se A = 0, non ¢é presente regolarizzazione; viceversa, maggiore
sara il valore di A, minori dovranno essere le componenti del vettore w che

determina il modello.

Questa modifica della funzione obiettivo permette di esprimere preferenze sul para-
metro da scegliere e corrisponde ad una forma pit generale di restrizione dello spazio

di ipotesi. Infatti, il problema (1.5)) & equivalente alla sua forma lagrangiana

min = Repmp(W; S)
w € R?

Q(w) < p

per una qualche costante p > 0.

1.2 Deep Learning e Reti Neurali Convoluzionali

1.2.1 Artificial Neural Networks (ANN)

Il Deep Learning ¢ una branca fondamentale del Machine Learning, il cui nome
deriva da una particolare caratteristica dell’architettura dei modelli Artificial Neu-
ral Networks: la profondita ("depth") data dall’organizzazione in strati |15]. Le

informazioni riportate in questa sezione sono tratte dai testi [14}15].

Definizione 1.2.1 Le Artificial Neural Networks (ANN) sono modelli di ispi-
razione biologica, il cui funzionamento simula [’elaborazione delle informazioni del
cervello umano. Esse sono costituite dall’unione di neuront artificiali, o proces-
sing elements (PE), organizzati in strati, i layers, e collegati attraverso coefficien-
ti, detti pesi. Tale struttura neurale fonda la sua conoscenza individuando schemi

e relazione nascoste tra i dati, apprese attraverso l’esperienza.
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Inputs Weights

X1 _> Sum Activation
Function
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X2 =P
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Xy —

Figura 1.1: Struttura del neurone artificiale [14]

I1 primo modello di questo tipo fu sviluppato da W. S. McCulloch e W. Pitts [22].
Esso é caratterizzato da un unico elemento, il neurone di McCulloch e Pitts, in
grado di restituire come output uno dei due possibili stati {0, 1}, in base all’even-
tualita che la somma dei valori in input raggiunga una certa soglia prefissata. Tale
modello pone le basi per la nascita e lo sviluppo del concetto di neurone artificiale.

I processing elements (PE), o neuroni artificiali, presentano una particolare
struttura, mostrata in Figural[I.]] che richiama il neurone biologico. Essi sono definiti
da una funzione di attivazione g: R? — R, da pesi w = (wy,wy,...,wy) € R? e
da una certa soglia, il bias, b € R, che vengono utilizzata in tal modo: considerando
un campione in input x = (21, o, ... z4) € RY, il neurone artificiale restituira come

output il valore assunto da g valutano nel cosiddetto segnale di attivazione:

y(x) =g <Z wiz; + b) . (1.6)

Tra le funzioni di attivazione pitt comuni, si ricordano

e la funzione segno
+1 set>0

g(t) =
-1 set<0

il cui modello corrispondente, Linear Threshold Unit (LTU) o percettro-
ne, ¢ in grado matematicamente di rappresentare una classificazione binaria

mediante un iperpiano di R¢,

+1 se Zle wx; +0>0

—1 se Zle wix; +b <0
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e funzione sigmoide o logistica, principalmente utilizzata per modelli il cui

output rappresenta una probabilita,

1
— 1 R.
o) = = € (0.1) Ve

e funzione ReLU (Rectified Linear Unit)
g(t) = max (0,t) € [0,00) VteR. (1.7)

Grazie ad essa, tutti i valori negativi vengono trasformati in 0. Per questo
motivo, esiste una versione simile che prende in considerazione la negativita
degli input:

at set <0

g(t) =
t set>0

Se a = 0.01 si parla di Leaky RelLu, altrimenti, per a > 0, Randomized
ReLU.

e funzione identita, che semplicemente restituisce il valore in input stesso:

g(t) =t € (—o0, +00) vVt e R.

Tuttavia, una ANN costituita da un unico neurone artificiale é spesso troppo
semplice per stimare la natura dei dati secondo il grado di accuratezza desiderato.
Ad esempio, nell’ambito della classificazione binaria, le due classi potrebbero non
essere linearmente separabili attraverso il modello LT'U. Dunque, per ovviare a tale
problema é possibile considerare una struttura pitt complessa, che permetta la map-
patura degli input iniziali in uno spazio appropriato, dove la separabilita lineare degli
input trasformati ¢ garantita. Matematicamente, si tratta di applicare al vettore in
input x € R? la composizione di funzioni ¢ che definiscono i neuroni artificiali,
la cui legge, inizialmente dipendente da vettori di parametri w(®, puo essere scelta

attraverso la fase di addestramento della rete stessa:

9x) = (9P o g Vo 0gW) (x).

La motivazione alla base di questa scelta é data dal Teorema di Approssimazione

Universale che garantisce che una rete neurale feedforward, con almeno uno strato

10
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Input Layer Hidden Layers Output Layer

Figura 1.2: Struttura stratificata della Rete Neurale Artificiale.

nascosto dotato di un numero sufficiente di neuroni e di funzioni di attivazione
limitate e non lineari, pud approssimare arbitrariamente bene la funzione desiderata,
supponendo che essa verifichi certe ipotesi, come la misurabilita o la continuita [18|.

Tale architettura definisce le Multilayer Neural Networks, la cui struttura
a strati ¢ legata alla catena di composizioni di processing elements (PE). Essa puo

essere rappresentata attraverso il grafo diretto aciclico costituito da

e d nodi iniziali che rappresentano le componenti dell’input

X = ($1,$27...,$d) ERdu

e un insieme di nodi per i neuroni artificiali, organizzati in L strati che si susse-
guono. I primi (L — 1) sono hidden layers, in quanto i risultati non saranno
restituiti, ma verranno utilizzati dallo strato successivo, mentre I'ultimo sara

I'output layer;

e un insieme di archi orientati e pesati, che rappresentano le connessioni tra i

nodi.

Definizione 1.2.2 Una rete neurale é detta feedforward se le connessioni avven-
gono solo dai neuroni di uno strato a quell dello strato immediatamente successivo.
Inoltre, essa ¢ detta fully connected se ogni coppia di neuroni appartenenti a strati
consecutivi € collegata.

Viceversa, si parla di reti ricorrenti se sono presenti anche connessioni tra
neuroni dello stesso strato o orientati verso strati precedenti. Queste sono chiamate

connessiont feedback.

11



1.2. DEEP LEARNING E RETI NEURALI CONVOLUZIONALI

Considerando una rete neurale feedforward, il suo funzionamento puod essere

matematicamente formalizzato in questo modo: si considerino

e [ €{1,2,...L} indice relativo allo strato [ della rete;

° wj(-li) peso dell’arco orientato entrante nel neurone j dello strato [ e uscente dal

neurone i-esimo dello strato (I — 1);

. gj(l) : R — R funzione di attivazione relativa al neurone j dello strato [. Essa

permettera di calcolare I” output relativo al neurone attraverso la formula (|1.6)),

che coinvolge i pesi me gli input dati dai neuroni dello strato precedente e

Jvo
lia ®
una soglia wjo .

In particolare, indicando con agl) la somma pesata descritta in precedenza e con z](.l)
I’output del neurone j nello strato [, la formula di aggiornamento di una rete neurale

puo essere espressa in tal modo:

e allo stato [ = 1, per ogni j € {1,2,..., N}

d
(1 (1) )
aj) = > wyi T — wyp
i=1
1 1 1
z§):g§)<a§)>

e allo stato [ € {2,3,..., L}, , perogni j € {1,2,..., NV}

NG-1)
@ (ONGaY) 1)
a;" = Z Wyi %4 _wa(‘o
=1

l l l
Z§>:g§><a§>>

dove N® ¢ il numero di neuroni presenti nello strato ().

Inoltre, essa puo essere espressa in forma matriciale. Siano
l -1 . . . .
e WO e RVNxN""Y matrice definita dai pesi dello [,

l
j:1,2,...N(l);i:1,2 N(@-1)

-----

e il vettore delle soglie, bias, dello strato [,

o _ o
Wo = {wjo }j:1,2,...N(l>

12
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e la mappa costituita dalle funzioni di attivazione dello strato [, che rappresenta

gli output di tutti i neuroni presenti,

(1-1) (1-1)

g® . RV RN (1.8)
2 o (@)@, g@) (1)
allora, per ogni [ € {1,2,... L},
AD = WOz _ w0 (1.10)
20 = g0 (AD) (1.11)

L’ultimo strato di una rete neurale e la loss considerata per il calcolo dell’errore
compiuto dipendono dal tipo di problema in analisi. Ad esempio, si consideri il
caso della classificazione multiclasse su C' classi, in cui, dato in input un campione
x € R, si denota con z = (21, 2y,...,2¢) € RY loutput corrispondente generato
dal modello, grazie all’'ultimo strato costituito da C' neuroni, uno per ogni classe
disponibile. Inizialmente, sara applicata la funzione di attivazione Softmax (|1.12)

per ottenere una distribuzione di probabilita discreta in cui la componente k-esima

e’k

C
25:1 e®

- rappresenta la probabilita di appartenenza del campione alla classe k.

Definizione 1.2.3 La funzione g : R™ — R™ ¢ detta funzione Softmax se
definita come

ert

er? erm
g([El,IQ,...,ZL’m>: (7,7,,7> E]Rd (].].2)

dove A rappresenta il fattore di normalizzazione A =" "
Essa viene principalmente utilizzata per restituire una distribuzione di probabilita

attraverso le componente del vettore in input X = (x1,Ta, ..., Tpy).

Successivamente, tale distribuzione sara confrontata con una funzione target p pre-

fissata attraverso la Cross-Entropy Loss, che rappresenta la sua differenza da p:

Definizione 1.2.4 Date due distribuzion: discrete P e (), é definita Cross-Entropy

la misura

H(p, ) = —anp[log Z P log ))

13
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Invece, per problemi di regressione, denotando con z; € R e y; € R rispettivamente
I'output generato dalla rete per il campione i e il valore realmente associato, é

possibile adottare, ad esempio, la loss quadratica
Ly, zi) = (yi — Zi)z Vie{l,2,...,n}

il cui rischio empirico rappresenta la misura Mean Square Error (MSE).

Scelta di Parametri e Iperparametri del Modello

L’architettura di una rete neurale multistrato dipende dalla scelta degli iperpara-
metri prefissati, quali il numero di strati L e la quantita N® di neuroni presente
in ognuno di essi, e da parametri incogniti (pesi degli archi e soglie).

I primi devono essere scelti attraverso opportune tecniche che coinvolgono un
validation set, ricavato selezionando casualmente una parte del training set. Solita-
mente, si ricorre alla scelta di un valore che riduca ’errore compiuto sull’insieme di
validazione dalla rete, addestrata sul restante insieme di addestramento.

Dopo aver fissato opportunamente gli iperparametri della rete neurale, é neces-
sario calcolare i parametri attraverso la fase di addestramento del modello. Essa
prevede la risoluzione del problema di minimizzazione del rischio empirico ([1.4)),
eventualmente regolarizzato per ridurre 'overfitting sul training set . Dunque,
é necessario definire una funzione loss opportuna al problema in analisi.

Considerando le feedforward neural networks, il cui flusso delle informazioni ¢
lineare (dal primo verso 'ultimo strato), la risoluzione del problema di minimizza-
zione per la scelta dei parametri puod avvenire attraverso un processo iterativo, il
metodo del di discesa del Gradiente Stocastico (SGD), di cui si parlera nella Sezio-
ne 2.2 In particolare, ad ogni iterazione k di addestramento del modello saranno

compiuti i seguenti passi:

1. forward pass, in cui, fissati i parametri correnti w*), si calcola il rischio
empirico del modello applicando la forward propagation su un sottoinsieme

del training set;

2. backward pass, dove si ottiene il corrispondente gradiente rispetto ai para-

metri della rete grazie all’algoritmo back-propagation;

14
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3. metodo SGD per la scelta di un nuovo vettore di parametri w**1), di cui si

parlera nel capitolo 2

Infatti, la particolare struttura di questa rete permette di distinguere due differenti
processi.

Dato un input x € R? e fissati i parametri del modello, la forward propagation
rappresenta il flusso di informazioni attraverso gli strati nascosti, che, a partire da
x, permette di ottenere 'output ad esso associato. Nel processo di training, esso
comprendera anche il calcolo dell’errore (funzione loss) corrispondente.

Viceversa, I’algoritmo di back-propagation (o di retropropagazione del gra-
diente), permette il calcolo del gradiente dell’errore risultante rispetto ai parametri
della rete neurale, valutato numericamente in quelli correnti. Questo avviene attra-
verso un flusso a ritroso (letteralmente, backward) della catena costruita dalla fun-
zione loss stessa e dalla composizione delle funzioni che costituiscono la rete ((1.10]).
Questo procedimento, semplice e poco costoso, ¢ giustificato dalla cosiddetta regola
della catena per il calcolo del gradiente di una funzione composta.

In particolare, considerato un campione in input z(?), la funzione loss ¢ e la strut-
tura composta che definisce la rete , il calcolo dell’errore nella classificazione

(o regressione) sara ottenuto attraverso le seguenti operazioni

(1) (1) (2) (2) (L) (L) z(L)
2O & VD, ) BT W), g WD, ) (BT ow) (1.13)

dove W rappresenta l'insieme di tutti i parametri. Fissato uno strato [, la regola
della catena per il calcolo del gradiente delle funzioni composte rispetto a W®

afferma che
Vol (W) = (Jywwz®)" (Joz™) - (Junz™) ' (Vw (W) (1.14)

dove J,q ¢ la matrice Jacobiana di ¢ rispetto ad p,

a[Q]z‘
p J a[p]j
Da essa ne deriva
Vwol (W) = (Jwwz®)" (V,0l(W)). (1.15)
Allo stesso modo,
V,a-0l(W) = (Jya-nz®) " V0 (W), (1.16)

15
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Grazie alla struttura ricorsiva data da e [1.16] ¢ possibile calcolare Vo ((W)
per ogni strato [ € {1,2,... L} ripercorrendo a ritroso il grafo computazionale ((1.13]):
ogni V,u-1,w) permette di calcolare Vwnl(W) e V,a-nl(W) , che
a sua volta sara utilizzato per l'iterazione a ritroso successiva. Ad ogni passo, per
I'implementazione della retropropagazione del gradiente, sara necessario conoscere

unicamente come moltiplicare per uno Jacobiano [11].

Fenomeno di Vanishing ed Exploding Gradient

Siccome per ogni strato [, con [ € {1,2,... L} il calcolo dei gradienti Yy ¢(w®),
ovvero Vyal(W) calcolato in w*)| & determinato dal prodotto di L — [ + 2 ter-
mini, la cui formula ¢ riportata in ([1.14)), negli strati iniziali potrebbero verificarsi
due particolari fenomeni diametralmente opposti: ’annullamento o ’esplosione del
gradiente, rispettivamente denotati come vanishing gradient ed exploding gradient.

Il fenomeno del vanishing gradient si verifica quando i termini del prodotto
sono prevalentemente molto piccoli, inferiori ad uno. Dopo ripetute moltiplicazioni,
i gradienti calcolati potrebbero assumere valori talmente ridotti da rendere difficile la
determinazione della direzione di discesa per I’aggiornamento dei parametri tramite
metodo SGD.

Al contrario, termini troppo grandi coinvolti nella moltiplicazione, exploding
gradient, renderebbero instabile 'apprendimento a causa di aggiornamenti carat-
terizzati da passi troppo grandi.

Il fenomeno del vanishing gradient puo essere contrastato, ad esempio, adottan-
do la Batch Normalization, descritta successivamente, o introducendo le shortcut
connections, presentate in Sezione [1.2.3 Al contrario, per eliminare 1'exploding
gradient, ¢ possibile usare le euristiche di gradient clipping, ricordando che il
gradiente serve per ottenere informazioni sulla direzione da percorrere e non sulla
lunghezza di passo. Esistono differenti strategie, tra le quali si ricorda la pitt sem-
plice [25]: definita una soglia positiva 7 e indicato con W l'insieme dei parametri di
ogni strato, se ||[Vwl(w®)| > 7, Vwl(w®) sara riscalato attraverso I'operazione

IV t(w®)

Vwl(w®) 7
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Batch Normalization

Al fine di migliorare la difficolta di addestramento di reti neurali molto profonde, si
introduce la Batch Normalization [19|, tecnica che prevede la riparametrizzazione
adattiva del valore assunto dalle immagini date in input alle funzioni di attivazione
g®. Sia N il mini-batch all’iterazione k dell’addestramento, sia zgl) I'output ge-
nerato dallo strato l-esimo per il campione i € N, definito secondo ’espressione

)

1.10)), il metodo prevede la normalizzazione di ogni A attraverso le operazioni
& i

elemento per elemento, denotate con BN,( - ), tali che

!
AP — pu®

BN, (Agl)) - o®

?

dove p® e (0'(1))2 sono rispettivamente la media e la varianza calcolate separata-

mente per ogni componente di {Agl) : 1 € Ny}, ossia

H_ 1 ®.
- N()*mzieNkAi )

- o) = \/5 + Wlﬂ D ien, [Agl) — /,N)]Q, in cui § > 0 ¢ una costante per evitare
problemi legati al calcolo del gradiente, indefinito per y/z quando z = 0;

solitamente, § & posta come § = 1078,

Attraverso la Batch Normalization, I'output del campione i relativo allo strato [,
(0

indicato con z,;’, sara ottenuto secondo la formula ricorsiva

1 _(l— l
AE) — WOzt _ W((])

per ogni i € N, per ogni l € {1,2,...,L}.

Questa strategia permette di apportare differenti vantaggi. Innanzitutto, essa
ostacola aggiornamenti dei parametri con 'unica funzione di aumentare la media o la
varianza dei dati, in quanto queste operazioni verrebbero comunque rimosse. Inoltre,
la Batch Normalization aggiunge rumore additivo e moltiplicativo agli output degli
strati nascosti, che puo ridurre l'overfitting della rete. Infine, essa permette di
aumentare la stabilita del gradiente, diminuendo la probabilita che si verifichi il
fenomeno del vanishing gradient. Infatti, gli output degli strati sono riportati in un

insieme controllato, evitando zone delle funzioni di attivazione completamente prive
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di pendenza, come, ad esempio, valori fortemente negativi per la funzione ReLU
')}

In realta, al fine di mantenere la stessa potenza espressiva della rete neurale,
solitamente si sceglie di rimodellare la distribuzione gaussiana ottenuta dalla Batch

Normalization, attraverso la formula
2 = gl (2 o BNi(A) + B,

in cui le operazioni prodotto (®) e somma sono compiute elemento per elemento.
Si ricordi che gﬁ,ll) rappresenta la funzione di attivazione relativa all’m-esimo neu-
rone artificiale dello strato I, che definisce la mappa g (formula ) per ogni
m € {1,2,..., NO}. 77(,? e ﬂﬁ,ll) sono tensori di parametri aggiuntivi, della stessa
dimensione di AEZ), anch’essi aggiornati attraverso la procedura di addestramento.
Essi rappresentano rispettivamente la varianza e la media dei dati soggetti alla ripa-

rametrizzazione. In tal caso, i bias presenti in AZ(» ) devono essere omessi, in quanto

ridondanti con il termine 65,?

1.2.2 Convolutional Neural Networks (CNN)

A partire dall’operazione matematica di convoluzione ¢é possibile costruire una par-
ticolare tipologia di reti neurali: le Convolutional Neural Networks. Esse vengono
utilizzate nei casi in cui i dati in input siano espressi in forma di "griglia" 1D, come
le time-series, ossia sequenze temporali tra le quali i file audio, o 2D, immagini intese

come griglia di pixel. Di seguito, sara considerato il caso bidimensionale.

Definizione 1.2.5 Una Convolutional Neural Network (ConvINet, CNN) ¢
una particolare rete neurale artificiale (ANN), utilizzata per la classificazione di
immagini. FEssa é caratterizzata dalla presenza di particolari strati che, sfruttan-
do loperazione di convoluzione , permettono di assegnare un certo grado di
importanza per la classificazione ad alcuni aspetti dell’immagine, che comprendono
caratteristiche sia ad alto che a basso livello. Questo riconoscimento avviene at-
traverso parametri presenti nei filtri che partecipano alle operazioni sull’immagine,

apprendibili attraverso la classica fase di addestramento di una rete.

La struttura di una CNN ¢ mostrata in Figura[I.3,
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CUD\'Olu.ZlUIIE Convoluzione
4x4, stride 1 2x 2. stride 2

3 filtri "
5 filtri — Fully Connected Layers

Input || ] Output

—

=l

E—

Flatten

15x15x1

Figura 1.3: Architettura di una CNN.

Innanzitutto, si definisce 'operatore di convoluzione per immagini utilizzato

nell’ambito del machine learning:
Definizione 1.2.6 Si considerino due matrici bidimensionali
o [ € RUX% immagine in input;
o K € RM**2 (detta kernel (o filtro), dove k; < d; peri € {1,2}.

E chiamata cross-correlation tra I e K la matrice I € R(@—Fi+)x(d2=ka+1) 1q10
che, per ognii € {1,2,... (di — ki + 1)} ej€{1,2,...,(de — ks + 1)},

k1 ko

Lijy =YY Tism, jen) K

m=1 n=1

Il corrispondente operatore & indicato con (I x K).

Tale formula non corrisponde alla vera operazione di convoluzione bidimensionale
nota in letteratura. Tuttavia, essa permette di ottenere la medesima matrice ri-
sultante, a discapito della proprieta di commutativita dell’operatore. Per questo
motivo, nell’ambito del Machine Learning, essa viene utilizzata per I'implementa-

zione della formula di convoluzione stessa. In particolare, la nuova matrice costruita

in questo modo:

e il kernel K viene spostato lungo la matrice I per un numero di volte pari a

R(d—ki+1)x(d2=k2+1) i modo che ad ogni passo esso sia sovrapposto ad una

sottomatrice differente;

e ogni componente della nuova matrice ¢ ottenuta mediante la somma dei pro-

dotti elemento per elemento tra il kernel e la porzione di I sovrapposta.
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K a|b I alb|c I* K| aa+bb' +dc +ed ba' + cb' +ec' + fd'
c|d dje|f da'+eb' +gc' + hd' ea' +fb' +hc' +id'
| g | h i

Figura 1.4: Esempio di operazione di convoluzione tra una matrice I e un kernel K.

Si osservi la Figura per maggiore chiarezza nell’operazione.

E possibile generalizzare questa operazione introducendo la lunghezza di passo
(stride) che il kernel compie durante questo spostamento, riducendo ulteriormente
la dimensione dell'immagine risultante.

Rd=*dyxC" ostituito

Inoltre, se un kernel K ¢ moltiplicato (*) per un input I €
da C' canali, ossia ' immagini della stessa dimensione d, x d, impilate, il risultato
corrispondera alla somma componente per componente delle griglie ottenute dalla
convoluzione di K per ogni canale di I:

k1 ko

C
(I Ky = > > vm jene) Konm)

c=1 m=1n=1

Esistono due tipologie di strati che caratterizzano una CNN: convolutional e
pooling layers.

Il Convolutional Layer ¢ un particolare tipo di strato che prevede 'utilizzo
dell’operazione di convoluzione attraverso uno o piu filtri K;, [ = 1,2,...,m, sul-
I'immagine I in input. Il risultato di questo strato sara una "pila" di m griglie
bidimensionali, ottenute da I * K per ogni [ € {1,2,...,m}.

Le componenti delle matrici K saranno parametri calcolabili attraverso la classica
fase di addestramento delle reti neurali, anch’essi soggetti alla retropropagazione del
gradiente, in quanto sono coinvolti in relazioni di tipo lineare coi valori in input.

Solitamente, il kernel ¢ scelto tra le matrici quadrate di dimensione dispari, il
cui valore fa parte degli iperparametri del modello.

Compiere operazioni di questo tipo sulle immagini é vantaggioso per la com-
prensione dell’immagine nel suo complesso, catturando le caratteristiche di alto e
basso livello. Convenzionalmente, la scelta della sequenza di questi strati prevede
una prima ricerca delle caratteristiche di basso livello, di carattere generale, seguita

da operazioni che permettono di cogliere aspetti piu specifici dell’immagine.
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Inoltre, ogni singolo parametro di questo strato viene riutilizzato piu volte,
rendendo il modello maggiormente adattabile all’intero dataset di addestramento.

Tra gli strati convoluzionali, é possibile scegliere I'impostazione Valid Padding
(o Zero Padding) o Same Padding. La prima rappresenta I’'operazione di convolu-
zione precedentemente descritta, con conseguente riduzione di dimensionalita della
matrice risultate. Al contrario, la seconda prevede ’aumento delle dimensioni del-
I'immagine in input attraverso una cornice di zeri, scelta in modo tale che la matrice
risultante abbia la sua stessa dimensione iniziale.

Un secondo layer ¢ il Pooling Layer, che prevede 1'utilizzo del kernel K co-
me nello strato di convoluzione. Tuttavia, in tal caso le componenti della matrice
risultante saranno ottenute, ad esempio, attraverso il valore massimo (Max Poo-
ling) o medio (Average Pooling) della porzione di immagine I sovrapposta a K.
L’utilizzo di questo strato ¢ vantaggioso per molteplici aspetti. Innanzitutto, esso
permette una riduzione di dimensionalita della matrice, diminuendo la potenza di
calcolo richiesta e il rumore presente nei dati. Inoltre, esso non introduce alcun pa-
rametro o iperparametro da scegliere, percio lo strato non sara soggetto al processo
di retropropagazione del gradiente.

A terminazione della CNN, il risultato bidimensionale degli strati precedente-
mente descritti, dopo un’opportuna trasformazione in forma vettoriale, puo essere
introdotto come input di una tradizionale Fully Connected, Feed-Forward Neural
Network, seguita dalla funzione Softmax, trattate in precedenza. Questa rete per-
mette di generare una dipendenza non lineare tra i parametri e gli input, grazie ad
opportune funzioni di attivazione.

In conclusione, le Reti Neurali Convoluzionali permettono di classificare ef-
ficacemente le immagini apprendendo e valutando le loro caratteristiche spaziali

(immagini) e temporali (time series) che determinano la figura nel suo complesso.

1.2.3 Residual Neural Networks (ResNet)

Utilizzare reti neurali piti profonde permette generalmente di ottenere maggiori be-
nefici. Tuttavia, la scelta del numero di strati genera un fenomeno non indifferente
per le performance del metodo: la degradazione dell’accuratezza sul training

set. Infatti, all’Taumentare del numero di strati, ¢ possibile che I'accuratezza sull’in-
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Figura 1.5: Confronto dei risultati di una classica rete neurale convoluzionale, con 20 o 56

strati, utilizzata per il problema di classificazione del dataset CIFAR-10 [10].

sieme di training saturi e si riduca rapidamente. Ovviamente, questo fenomeno non
é causato dall’overfitting, poiché in tal caso l’errore commesso dal modello dovreb-
be contemporaneamente diminuire sul trainig set e aumentare sull’insieme test. Le
considerazioni precedenti sono osservabili in Figura .

Nel 2015, un gruppo di ricercatori di Microsoft ha sviluppato una particolare
classe di Reti Neurali Convoluzionali, le Residual Neural Networks, proposte nel
paper [16] per risolvere il problema della degradazione dell’accuratezza sul training
set.

Considerando modelli in cui non ¢ presente il fenomeno svantaggioso di vani-
shing del gradiente, I'ipotesi principale ¢ che questo errore sia causato dal fatto che
non tutti i sistemi siano facilmente ottimizzabili. Ad esempio, si consideri una rete
neurale poco profonda e si aggiungano ad essa identity layers. Teoricamente, questo
nuovo modello non dovrebbe presentare prestazioni peggiori di quello iniziale, sicco-
me gli strati identita mappano gli input in loro stessi. Tuttavia, il risultato ottenuto
attraverso gli esperimenti dell’articolo [16] ¢ ben diverso, suggerendo la difficolta
nel replicare mappature identita attraverso strati non lineari. Il Deep Residual
Learning rappresenta una soluzione per questo problema, basata sull’ipotesi che
I’ottimizzazione del modello residuo ([1.17]) sia piti semplice dell’originale.

Si definisca ‘H(x) una porzione del modello feedforward desiderato per 'appren-
dimento, costituita da uno o piu strati consecutivi. Inoltre, si costruisca F(x) come

la funzione residua di H, ottenuta attraverso ’'operazione
F(x) =H(x) —x (1.17)

Osservazione 1.2.7 Affinché questa operazione sia ben definita, si suppone che x

e H(x), rispettivamente input e output del modello, presentino la stessa dimensio-
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Figura 1.6: FEsempio di building block del Residual Learning: struttura utilizzata per

ResNet-18 e Resnet-34 [10].

nalita. Tuttavia, successivamente sara presentata una generalizzazione di questa

struttura.

La funzione H(x) puo essere ottenuta ottimizzando F(x) e, solo successivamente,

sommando ad essa x. Infatti,

Questa operazione puo essere implementata attraverso le Shortcut Connections,
connessioni strutturali che saltano uno o piu strati, connettendo input e output del-
la porzione di modello. In questo contesto, attraverso la mappa identita (Identity
Shortcut Connections), esse copieranno il valore in input, il quale sara somma-
to all’output degli strati presenti all’interno del cosiddetto building block, la cui
struttura é mostrata in figura . Grazie a questa modifica, il ruolo degli stra-
ti presenti sara differente: prima essi permettevano 'apprendimento del modello
ottimale H(x), ora si adattano alla funzione residua F(x).

L’esplicitazione della mappa identita porta ad un vantaggio fondamentale nel
caso in cui l'identity layer sia 'operazione migliore per il building block modellato
rispetto al dataset considerato. Infatti, ottenere F(x) ~ 0, sostituendo cosi gli strati
non lineari con un unico identity layer H(x) ~ x, sara piu semplice rispetto a cercare
di ottenere una mappa identita attraverso strati non lineari.

Inoltre, siccome la connessione shortcut non dipende da parametri aggiuntivi,

sara ancora possibile sfruttare il processo di retropropagazione del gradiente per
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I’addestramento della nuova rete attraverso il metodo di Discesa del Gradiente Sto-
castico. Siccome la complessita computazionale del blocco non aumenta, il nuovo
modello sara confrontabile con la sua versione originale.

Attraverso un’analisi esaustiva sul ImageNet, € stato mostrato come questa nuo-
va architettura, all’aumentare della profondita di una rete neurale convoluzionale,
permetta di risolvere il problema di degradazione dell’accuratezza di training.

Sulla base di queste considerazioni, i ricercatori hanno proposto le Residual

Neural Networks (ResNet).

Definizione 1.2.8 Le Residual Neural Networks (ResNet) sono reti neurali
convoluzionali formate da una successione di building blocks, come quello mostrato
in Figura[I1.6. In particolare, questi ultimi sono costituiti da pochi strati convolu-
zionali, sequiti eventualmente dall’operazione di Batch Normalization (BN) e aventi
funzione di attivazione ReLU . Inoltre, ¢ presente una shortcut connection
definita dalla mappa identita.

In conclusione, escludendo la presenza di bias, ogni building block costituito da

s strati convoluzionali avra una struttura del tipo
y = Fl{WW,) +x (1.18)
dove
o {WWs | sono le matrici dei parametri degli s strati;
e la funzione che definisce il blocco e
F(x; {W(i)}le) — W) « (q)s_l od, 50---0 ‘1)1) (x),

dove ®;, peri € {1,2,...,s—1} é l’operatore (risp. con Batch Normalizzazione

(BN))
D,(z) := O'(W(i) * z) (m'sp. D,(z) := a(BNi (W(i) % 7)) )),
e 0 ¢ la funzione di attivazione Rectified Linear Unit (ReLU);

e x rappresenta l'operazione di convoluzione ;
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Osservazione 1.2.9 Si consiglia di utilizzare s > 1. Infatti, per s = 1,
y=WWOsxx+x
presenta unicamente relazioni lineari, che non portano ad alcun vantaggio.

Come sottolineato in precedenza (Osservazione|[1.2.7), queste reti riservate al caso
in cui le immagini mantengano la stessa dimensione durante le operazioni. E possibi-
le affrontare il problema della riduzione di dimensionalita causata dai convolutional

layer attraverso tre differenti connessioni:

(A) Zero-Padding Shortcut, che sfrutta la strategia di Valid-Padding (Sezione
1.2.2) prima di ogni strato convoluzionale per rendere I'output F(x) della

dimensione desiderata;

(B) Projection Shortcut, che diminuisce la dimensione di x ricorrendo alla con-
voluzione con la proiezione identita Wy, matrice di parametri aggiuntivi di

dimensione opportuna. Dunque, il risultato di ogni building block &

y = FO{WI,) + Wrxx (1.19)

(C) approccio ibrido, che alterna i metodi precedenti.

Confrontando i risultati delle strategie (Tabella , si puo notare che I'aumento
dei parametri attraverso le proiezioni identita porta ad un leggero miglioramento
sull’addestramento del modello, a discapito della della dimensione del modello e
della complessita computazionale, in termini di tempo e memoria utilizzati. Infatti,
aggiungendo coefficienti pari a 0 su x, si perde in essi la struttura di residual learning.
Tuttavia, data la poca differenza nelle prestazioni, i metodi proposti successivamente
presenteranno la prima versione proposta.

In particolare, per il dataset ImageNet['] i ricercatori hanno sviluppato due Resi-

dual Networks, di 18 e 34 strati, ispirandosi alle reti neurali VGG nets, caratterizzate

1 dataset ImageNet 2012 28] ¢ costituito da 1000 classi di immagini. Nell’articolo |16], sul
training set € stata compiuta la Data Augmentation, per migliorare la generalizzazione del model-
lo: ridimensionamento, selezionando casualmente un valore [256,480] come dimensione inferiore

nell’intervallo; crop 224 x 224 su immagine stessa o sul suo capovolgimento orizzontale.
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model top-1 error top-5 error
ResNet-34 A 25.03 7.76
ResNet-34 B 24.19 7.40
ResNet-34 C 24.52 7.46

Tabella 1.1: Tasso di errore (%, 10-crop testing) su ImageNet Validation [28]. Confronto

tra varianti di ResNet-34, per trattare la riduzione della dimensionalita [10).

da una sequenza di strati convoluzionali con filtri di dimensione 3 x 3 e proposte nel-
'articolo [29]. Queste Residual Networks sono costruite attraverso building blocks
aventi forma come in Figura[I.6, i cui strati che li determinano sono esplicitati nella
Tabella

Piu nel dettaglio, la successione di strati e shortcut connections ¢ mostrata in
Figura[l.7} Per ottenere le dimensioni dell’immagine e il numero di canali desiderati

dopo ogni strato, si utilizzano differenti strategie.

e Projection Shortcut, convoluzione 1 x 1 (1.19): per aumentare il numero
di canali di x quando avviene il passaggio ad una nuova tipologia di building
blocks (ad esempio, da c a ¢), si utilizza come primo shortcut una convoluzione
1x 1, che non modifica la dimensione dell’immagine. Il numero di filtri presenti
sara pari alla nuova quantita di canali (ossia, ¢) generata dagli strati successivi.
Si osservi che questa operazione introduce ¢ nuovi parametri che definiscono i
filtri 1 x 1 utilizzati. Le restanti connessioni, rimarranno Shortcuts Connections

classiche, definite dalla mappa identita (1.18)).

e Zero-Padding precede ogni strato, in modo da ottenere la dimensione del-

I'immagine richiesta dalla struttura espressa in Tabella[I.2

e In generale, ogni operazione convoluzionale presentera stride 1. Tuttavia, il
primo strato di ogni gruppo di buiding blocks, dal secondo gruppo in poi,
avra stride pari a 2 e Zero-Padding adeguato per dimezzare la dimensione

dell'immagine rispetto alla sequenza di building bocks che lo precede.

Inoltre, per eliminare le difficolta dell’ottimizzazione del modello legata ai vani-

shing gradients, si inserisce la Batch Normalization dopo ogni strato convoluzionale.
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Figura 1.7: Architettura della ResNet-18. Le connessioni dei building blocks sono rappre-
sentate attraverso frecce a lato. Se esse sono tratteggiate, sono presenti projection short-
cuts, altrimenti identity shortcuts classici. s rappresenta lo stride scelto per le operazionsi

di convoluzione dello stato.
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Figura 1.8: Errore (%) nell’addestramento di ImageNet. Le curve sottili rappresentano
l’errore di training, mentre quelle pit marcate mostrano l’errore di validazione calcolato
sui ritagli centrali (center crops). A sinistra sono riportate le reti plain a 18 e 34 livelli;
a destra le ResNet con 18 e 34 livelli. Nel grafico, le ResNet non presentano parametri

aggiuntivi rispetto alle corrispondenti reti plain [10).

Infine, i risultati della classificazione sono ottenuti attraverso una rete Neurale Full
Connected costituita da un unico strato avente 1000 neuroni artificiali, uno per
ogni classe, seguita dalla funzione Softmax (|1.12), per ottenere la distribuzione di
probabilita di appartenenza dell’'input ad una delle classi possibili.

L’aggiunta delle shortcut connections alla versione "plain", costruita con gli stes-
si strati ma senza connessioni identita, migliora 'adattamento del modello ai dati,
risolvendo il problema della degradazione dell’accuratezza sul training set, dove pre-
sente. In particolare, la Tabella mostra come ’errore compiuto sul validation
set sia molto inferiore nel caso della rete neurale pit profonda (34 strati). Questo
si rispecchia nell’aumento della training accuracy (Figura . Questa enorme dif-
ferenza non é presente nel caso meno profondo, 18 strati. Tuttavia la ResNet-18

. v ) ) vorsi ) ) 3
converge pill velocemente rispetto alla corrispondente versione "plain" (Figural|l.8

Deeper Residual Networks

Se si considerano Reti Neurali Convoluzionali troppo profonde, I'utilizzo di proiezio-
ni shortcut e il conseguente aumento del numero di parametri da addestrare causano
maggiore complessita, in termini di tempo e dimensione del modello. Dunque, ¢ pos-
sibile adottare una nuova struttura per i building blocks, costituita unicamente da

connessioni identita: Bottleneck Design mostrato in Figura[I.9d Questa parti-
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Figura 1.9: Building blocks con struttura a collo di bottiglia [16].

colare architettura ¢ caratterizzata da una sequenza di tre strati, in cui il primo e
I"ultimo sono utilizzati rispettivamente per diminuire ed aumentare la dimensionalita
della pila di immagini, mentre il secondo permette I'esplorazione spaziale attraver-
so la convoluzione 3 x 3. La sequenza dei blocchi scelti per 50, 101 e 152 strati é
schematizzata all'interno della Tabella 1.4l

Residual Networks di questo tipo permettono di ottenere risultati migliori in
termini di accuratezza rispetto alle ResNet meno profonde. Questo risultato é do-
vuto alla loro maggiore profondita, che allo stesso tempo non causa la degradazione

dell’accuratezza sul training set.
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layer name | output size 18-layer 34-layer
convl 112 x 112 x 64 7 x 7,64, stride 2
3 x 3 max pool, stride 2
3x 3,64 3x 3,64
conv2_ x 56 x 56 x 64 X 2 X 3
3 x 3,64 3 x 3,64
3x 3,128 3 x 3,128
conv3d_ x 28 x 28 x 128 X 2 x 4
3 x 3,128 3 x 3,128
3 x 3,256 3 % 3,256
convd x 14 x 14 x 256 X 2 x 6
3 x 3,256 3 x 3,256
3 x 3,512 3% 3,512
convd X 7T X7 xH12 X 2 X 3
3 x 3,512 3 x 3,512
1x1 average pool, 1000-d fc, softmax
FLOPs 1.8 x 10° 3.6 x 10°

Tabella 1.2: Architettura ResNet progettata per ImageNet, con 18 o 34 strati. Gli strati dei
building blocks sono disposti in verticale all’interno delle parentesi quadre, riportando per
ogni strato la dimensione dei filtri, accompagnata dal numero di filtri utilizzati; ad esempio
[3 X 3764} indichera un unico strato costituito da 64 filtri di dimensione 3 X 3. Inoltre,
queste parentesi sono sequite dal numero di ripetizioni consecutive dei blocchi di quel tipo:
se st sussequono due building blocks uguali, si scrivera [3 X 3,64} x 2. La dimensione
dell’output presenta la forma dy X dy X ¢, dove dy x dyy indica la dimensione delle immagini
risultanti e ¢ rappresenta il numero di canali contenenti un output, uno per filtro. Inoltre,
il primo tra gli strati di ogni sezione "convi_x", con i > 2, di building blocks ha stride pari
a 2, mentre nelle restanti esso sara 1. Infine, in ogni strato é presente lo Zero Padding per
ottenere la grandezza dell’immagine in output desiderata. Per le connessioni, si osservi la
Figura . Si ricordi che "FLOPs" (FLoating-point Operations) rappresenta il numero di

operazioni in virgola mobile totali per ’elaborazione di un singolo input [16].

Model Plain ResNet
18 layers | 27.94  27.88
34 layers | 28.54 25.03

Tabella 1.3: Top-1 error (%, 10-crop testing) sul validation set di ImageNet. In questo

caso le ResNet non presentano parametri aggiuntivi rispetto alla loro versione "plain" [10).
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layer name | output size 50-layer 101-layer 152-layer
convl 112 x 112 7 x 7,64, stride 2
3 x 3 max pool, stride 2
[ 1x1,64 ] [ 1x1,64 | [ 1x1,64 |
conv2_ x 56 x 56 3x3,64 | x3 3x3,64 | x3 3%3,64 | x3
| 1% 1,256 | | 1% 1,256 | | 1% 1,256 |
[1x 1,128 | 1% 1,128 | [ 1% 1,128 |
conv3_x 28 x 28 3x3,128 | x4 3x3,128 | x4 3x3,128 | x8
1% 1,512 | | 1x 1,512 | | 1x1,512
[ 1% 1,256 ] 1x1,256 | 1x1,256 |
convd _x 14 x 14 3x3,256 | X6 3% 3,256 | x23 3% 3,256 | x36
| 11,1024 | 1%1,1024 | 1%1,1024 |
[ 1x1,512 ] 1x 1,512 1x 1,512
convh x Tx 7 3x3,512 | x3 3% 3,512 | x3 3x3,512 | x3
L 1 x1,2048 ] 1 x 11,2048 1 x 1,2048
1x1 average pool, 1000-d fc, softmax
FLOPs | 3.8 x 107 7.6 x 10° 11.3 x 10°

Tabella 1.4: Architettura ResNet profonde progettata per ImageNet: 50, 101 e 152 layer
/110
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Capitolo 2

Il Metodo del Gradiente Stocastico
(SGD) e la Versione Mini-Batch

I metodi di ottimizzazione svolgono un ruolo fondamentale all’interno del Machi-
ne Learning. Infatti, nell’ambito dell’apprendimento supervisionato, un esempio
tipico di applicazione é la determinazione dei parametri del modello nella fase di

addestramento attraverso la risoluzione di uno tra questi problemi:

e se la distribuzione di probabilita che genera i dati
P: X xY CR*™ xR% — [0,1]
¢ nota, si ricorre alla minimizzazione stocastica del Rischio Atteso R(w) (1.1);

e altrimenti, fornito un training set S generato secondo la distribuzione scono-

sciuta,

S:{<Xi7yi)€XXY : i:1,2,...,n}

si richiede la minimizzazione deterministica del Rischio Empirico Remp(W)

(1.4), eventualmente regolarizzato (|1.5]).

I tradizionali metodi basati sul gradiente, come il Full Gradient Method descritto
nella sezione [2.1] sono efficienti per problemi di dimensioni limitate e per problemi

di apprendimento offline, in quanto il calcolo del gradiente della funzione obiettivo

Rep(W) = %Zfz(w) dove fi(w):= L(x;,yi, h(w;x;)) Vie{l,2,...,n}
i=1
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coinvolge tutti gli n dati.

Dunque, grazie alla crescita esponenziale del numero di dati a disposizione, il
mondo accademico si é interessato allo sviluppo di nuovi metodi in grado di miglio-
rare il costo computazionale in termini di tempo di esecuzione: nasce il metodo del
Gradiente Stocastico, in cui si coinvolge un solo dato, estratto casualmente ad ogni
iterazione. Esso ¢ descritto nella sezione 2.2] Oltre ad un vantaggio per il Machine
Learning su larga scala, esso permette di trattare problemi di apprendimento online,
i cui dati non vengono forniti nel corso del tempo. Infatti, la natura del metodo SGD
permette di proseguire ’addestramento anche aggiungendo ulteriori campioni [14].

Ove non specificato, le nozioni di questo capitolo appartengono alla pubblicazione

18]-

2.1 Metodo di Discesa del Gradiente (GD)

Di seguito é riportato un breve richiamo ai Metodi di Discesa del Gradiente. Per
maggiori dettagli, consultare il libro [24].

I metodi di Discesa del Gradiente (Gradient Descent, GD) sono algo-
ritmi iterativi applicabili a problemi di minimizzazione non vincolata, e piltl in
generale di ottimizzazione, con funzione obiettivo differenziabile con continuita:

min f(w)
dove f : R? — R ¢é tale che f € C1(R).

In particolare, a partire da un punto iniziale w(®) € R? | esse generano una succes-
sione {w"},cn € R? tali che permettono di determinare un punto di stazionarieta
w* della funzione obiettivo, che corrisponde al suo punto di minimo aggiungendo
I'ipotesi di convessita. Si ricordi che un w* é detto punto di stazionarieta per f
se Vf(w*) =0.

Lo schema generale di aggiornamento dell’iterazione di questi metodi ¢

dove d®) € R? e oy, € Ry sono chiamati rispettivamente direzione di ricerca e
parametro di lunghezza di passo (o step length). Il vettore d®) € R? ¢ scelto

tra le direzioni di discesa della funzione f in x*.
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Definizione 2.1.1 Dato un punto w € R? e una funzione f € C'(RY), un vettore

d € R? ¢ detto direzione di discesa per f in w se soddisfa la disuguaglianza
Viw)'d <0

Essa garantisce localmente la discesa della funzione f valutata in w lungo la direzione

d. In particolare, & possibile dimostrare che

Proprieta 2.1.2 Siano w € R¢, una funzione f € C*(RY) e d € R? direzione di

discesa per f in w, allora esiste uno scalare & > 0 sufficientemente piccolo tale che
f(w+ad) < f(w) Va € (0, 4]

Inoltre, lo scalare ay € R+ ¢ determinato in modo tale che sia garantita la discesa
della funzione per l'iterazione k + 1, la quale caratterizza i cosiddetti metodi di

discesa:

Fw* )y = f(w® £, d®) < f(w®)  VEeN, (2.1)

Osservazione 2.1.3 Geometricamente, la direzione di discesad € R? forma un an-
golo ottuso con il gradiente della funzione f calcolato inx € R?, il quale rappresenta

la direzione di massima crescita della funzione. Infatti,
Viw)Td <0 <= |IVf(w)||ld||cos(n) <0 <= cos(n) <0

E possibile dimostrare la ben posizione dell’algoritmo, il cui arresto avviene in
prossimita di uno dei punti di stazionarieta dell’applicazione f. Infatti, valgono le

seguenti proprieta:
Proprieta 2.1.4 Sia w € R?,

e se w non ¢ un punto di stazionarieta per f, allora esiste almeno una direzione

di discesa in w;

e se non esistono direziont di discesa per f in w, allora w & un punto di

stazionarieta.

Vi sono differenti criteri di arresto per l'algoritmo, tra i quali si ricorda, fissata

una tolleranza 7 > 0,

IV fw)] <.
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Infine, un quesito fondamentale riguarda la scelta di direzioni di discesa e di

lunghezze di passo adeguate. Un esempio comune di direzione di discesa &
d® = —vf(w"),

che definisce il cosiddetto metodo di Steepest Descent, la cui formula di aggior-

namento diventa

wt = w®) — 0, v f(w®), (2.2)

Uno dei suoi vantaggi riguarda il costo computazionale: ad ogni iterazione € ne-
cessario unicamente calcolare il V f(w*)), evitando le derivate seconde, presenti in
altre tipologie di direzioni di discesa. Tuttavia, la convergenza del metodo potrebbe

essere lenta per alcuni problemi.

2.2 Metodo del Gradiente Stocastico (SGD)

2.2.1 Formulazione del Metodo SGD

Con la crescita esponenziale dei dati a disposizione nei maggiori ambiti di appli-
cazione del machine learning, come la sanita, e lo sviluppo del Deep Learning, la
necessita di gestire problemi su larga scala diventa cruciale. Per la risoluzione dei
problemi di ottimizzazione necessari, come la minimizzazione del rischio empirico
per 'addestramento delle reti neurali (Sezione , non ¢ piu efficiente a livello
di tempo computazionale sfruttare il metodo tradizionale di discesa del gradiente.
Questa necessita permette la nascita di un metodo semplice ed efficace che utilizza
ad ogni iterazione solo un numero ridotto di dati: il metodo di Discesa del Gradiente
Stocastico (Stochastic Gradient Descent, SGD). Il primo metodo che segna l'inizio
dell’era dell’approssimazione stocastica risale al 1951. Si tratta dell’articolo |27]
pubblicato da H. Robbins e S. Monro, in cui si propone una catena di Markov per
la risoluzione di equazioni contenenti il valore atteso di una funzione rispetto ad
una distribuzione di probabilita sconosciuta. Per lo sviluppo di tale sezione é stato
consultato il documento [8].

Il metodo del Gradiente Stocastico viene sviluppato per funzioni obiettivo non
necessariamente convesse e puo essere utilizzato sia per problemi di minimizzazione

del rischio atteso, sia del rischio empirico, con opportune differenze nella scelta dei
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campioni per ogni iterazione. Indicando con £ una variabile aleatoria definita dalla
distribuzione P, la cui realizzazione rappresenta un singolo campione (x,y) € X XY,

esse possono essere espresse in questo modo:

R(w) =Eeoplf(w; )]

dove f(w; -) & la composizione della funzione loss L e della funzione di predizione

h, ossia f(w; (x,y)) := L(x,y, h(w; x));

Remp(W) = %Zfz(w) dove fi(w) = f(w; ) = L(xi, yi, h(wix;))  Vie{l,2,...

(2.3)
in cui {&[)}io, rappresenta la sequenza di n realizzazioni di £, che generano il training
set & = {(x;,y:)}~,. Successivamente, saranno indicate con &, dove k € Ny,
variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite, copie di &.

Indicando con F' : R? — R la funzione obiettivo del problema, tale che F' €
C'(R?), la formula di aggiornamento che definisce il metodo del Gradiente Sto-

castico (Stochastic Gradient Descent, SGD) ¢
wt D = Wl — g (W), &), (2:4)
dove

e g(w® &) = Vf;, (w*)) & uno stimatore non distorto (2.3.2) di VF(w®),

gradiente di F' calcolato in w*);

e o € Ry ¢ la lunghezza di passo (o learning rate) lungo la direzione

scelta;

e ;. ¢ 'indice del campione ottenuto tramite una realizzazione di &, generata
attraverso una distribuzione uniforme per il rischio empirico e la distribuzione

P per il rischio atteso.

Osservazione 2.2.1 Sinoti che, affinché il metodo sia valido, é sufficiente scegliere
un qualsiasi stimatore non distorto di VF(w®)), anche differente da quello presente
in .

Siccome la scelta degli indici ad ogni iterazione segue una distribuzione di probabilita

P, iparametri del modello {W(k)}keNO C R? appartengono ad un processo stocastico,

non deterministico.
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2.2.2 Confronto tra i Metodi GD e SGD

L’articolo [8] mette in luce tre motivazioni principali per cui si dovrebbe prediligere
il metodo classico del Gradiente Stocastico rispetto alla versione Full Gradient nel
caso di Large-Scale Machine Learning.

La prima motivazione intuitiva riguarda la gestione della ridondanza pre-
sente sui campioni. Si consideri il caso peggiore, in cui il training set S & ottenuto
dall’unione di m copie distinte di un insieme piu piccolo Squp. E banale dimostrare
che minimizzare il rischio empirico rispetto a S corrisponda allo stesso problema
costruito su Sg,,. Utilizzare il metodo del Gradiente Stocastico significa conside-
rare in entrambi i casi un unico campione per ogni iterazione, in cui la probabilita
di estrazione dei dati appartenenti a Sy, € la stessa. Viceversa, il metodo Full
Gradient Descent considerera ad ogni iterazione tutti i possibili indici. Dunque, il
costo computazionale per & sara m volte superiore rispetto alla considerazione di
una singola copia. In conclusione, il metodo del Gradiente Stocastico permette di
considerare le stesse informazioni con costo computazionale inferiore, nel caso in cui
sia presente una certa ridondanza nei dati, seppur non esattamente copie tra loro,
maggiormente possibile nei problemi su larga scala.

La seconda motivazione considera i risultati dal punto di vista pratico. Da-
to training set S di cardinalita n, la successione di iterazioni dell’algoritmo in cui
avvengono n accessi a S ¢ chiamata epoca. Fissata un’epoca, mentre nel metodo
Full Gradient Descent avviene un unico passo di aggiornamento dei parametri, il
metodo del Gradiente Stocastico presenta n step successivi. Le prime epoche di
quest’ultimo sono caratterizzate solitamente da un drastico miglioramento dell’ac-
curatezza rispetto ai pochi passi compiuti dal metodo GD. Tuttavia, esso é seguito
da un da un forte arresto, che sottolinea la necessita di scegliere una successione di
lunghezze di passo {ay }ren, adeguata, tipicamente tale che sia decrescente. Queste

considerazioni possono essere osservate parlando dell’esempio di Bertsekas:

Esempio 2.2.2 (esempio di Bertsekas (2015)) Si consideri il caso in cui ogni
fin ¢ un’applicazione quadratica convessa rispetto a w € R?, tale che il suo
punto di minimo W, sia uniformemente distribuito in [—1,1], per i = 1,2,... n.

0)

Supponendo che w© >> 1, durante la prima iterazione avverra sicuramente uno

spostamento di wM) werso sinistra. Successivamente, con una certa probabilita, ad
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04+ |
03+
02+

04

Figura 2.1: Illustrazione del comportamento del metodo SGD nell’esempio di Bertsekas

114).

ogni iterazione w*) sequird la direzione che permette Uavvicinamento al vero pun-
to di minimo w, del problema. Tuttavia, liniziale avvicinamento sarda sequito da
un drastico rallentamento all’interno di una zona di confusione contenente W, in
quanto le informazioni fornite da un unico indice risultano essere insufficienti per

ottenere maggior precisione. Questo comportamento ¢ mostrato dalla Figura[2.]]

Dunque, se si ¢ obbligati a compiere solo un numero di epoche limitato, ¢ possibile
ottenere migliori prestazioni utilizzando il metodo SGD.

Questo vantaggio iniziale puo essere dimostrato anche teoricamente attraverso
I’analisi dei risultati di convergenza dei due metodi, fissando particolari ipotesi per

la legittimita dei teoremi.

Definizione 2.2.3 Una funzione F : R? — R ¢ fortemente convessa se soddisfa

la sequente condizione
1
Je>0: F(y) > F(x) + VF(z)"(y — ) + §c||y — |5 V(z,y) € R* x RY,

Supponendo che la funzione obiettivo F' : R? — R sia fortemente convessa, il tasso

di convergenza del metodo Full Gradient Descent ¢ R-lineare, ovvero
3p e (0,1) : F(w®) - F(w,) <0(p") VYk=0,1,...

dove w, ¢ il punto di minimo di F. Dunque, il numero di iterazioni k£ affinché sia

garantita la e-ottimalita, fissato ¢ > 0, cioé per cui

Remp(W") = Rewp(w.) < ¢,
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¢ proporzionale a log (%) Ricordando che il costo per iterazione ¢ pari ad n, il costo
computazionale del metodo é proporzionale a n log (%) Al contrario, aggiungendo
opportune ipotesi sulla sequenza lunghezza di passo (2.5.5) {a}ren,, il metodo

Stochastic Gradient Descent ha tasso di convergenza atteso sub-lineare, ossia
(k) 1
Remp(W'"™) = Remp(wy) < O A VkE=0,1,...

Quindi, siccome il costo per iterazione ¢ indipendente da n, il costo computazionale
del metodo SGD é proporzionale a % Confrontando i due risultati, se il numero di
esempi presenti nel dataset considerato € sufficientemente grande, come nel caso del
Large-Scale Machine Learning, la e-ottimalita sara raggiunta attraverso un minor
costo computazionale dal metodo del Gradiente Stocastico, in quanto in tal caso,

nonostante il tasso di convergenza sia peggiore,

(5) >+
nlog| - | >> —.
€ €

2.3 Versione Mini-Batch e Proprieta Statistiche del-

lo Stimatore del Gradiente

2.3.1 Proprieta Statistiche dello Stimatore del Gradiente

Per poter comprendere alcuni miglioramenti possibili da apportare al metodo, ¢é
necessario definire uno stimatore e le caratteristiche necessarie perché possa essere

considerato valido.

Definizione 2.3.1 [15] Si consideri un parametro 6 sconosciuto. Dato un insieme
din campioni S = {xM x® .. x("1} conm €N, identicamente distribuiti (i.i.d.),
una qualsiasi funzione

0(S) = g(xW x@ . x(m)

¢ detta stimatore per 0.

Siccome i dati sono generati da un processo stocastico, 6 ¢ una variabile aleatoria.

Esistono alcune principali proprieta che determinano la bonta di uno stimatore. Si

tratta di consistenza, bias e varianza.
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Definizione 2.3.2 /23] Dato un parametro 0, un suo stimatore 0(S) & consistente
se
0(S) —L— ¢
|S|—o0

secondo la convergenza in probabilita.

Definizione 2.3.3 [25] Si consideri un parametro 0 e il suo stimatore 0(S). II

bias di 0(S) ¢ definito come

bias(0(-)) = Eps)o) [é(S) — 0] =Epsp) [é(S)] —0

~

Si parla di stimatore non distorto se bias(0(-)) = 0, rappresenta il caso in cui
la distribuzione P = P(|é), determinata dalla stima di 0, é centrata nei veri valori

del parametro stesso.

In particolare, nel metodo SGD la distribuzione di probabilita sconosciuta P & ap-
prossimata mediante il campionamento uniforme di un esempio tra quelli apparte-
nenti al training set S.

Sebbene sia credibile che lo stimatore g(w(k), &1) scelto debba essere non distorto,
é anche importante che la varianza dello stimatore sia sufficientemente basso. Infatti,
la stima di # potrebbe comunque essere troppo differente rispetto ai valori reali che

questo assume, rendendo 6 inefficace.

Definizione 2.3.4 /23] La varianza dello stimatore 0(S) del parametro 0 € R ¢

calcolabile attraverso la formula
VMW}:EUé—E@ﬁ}

m cui varianza e aspettazione sono espresse secondo distribuzione di probabilita
P(S10).
Similmente, se il parametro 6 & multidimensionale, supponiamo 6 € R™ vettore

colonna, la varianza del suo stimatore 0(S) € R™ ¢ la matrice di covarianza
VmW]:E“é—E@Xé—E@F]GRWW
La sua riduzione puo essere ottenuta diminuendo
VMM]:EUm—E@w]

Dunque, ¢ ragionevole introdurre alcune strategie che permettano di ridurre tale

rumore dello stimatore.
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2.3.2 Metodo del Gradiente Stocastico Mini-Batch

Come affermato inizialmente, la scelta di un unico indice i per ogni iterazione
permette di ridurre notevolmente il tempo di esecuzione del processo rispetto al
caso deterministico, metodo di Steepest Descent. Infatti, quest’ultimo, anche noto
come Full Gradient Descent Method, considera tutti gli indici per il calcolo del
gradiente di Ren,. Tuttavia, —V f; potrebbe non essere direzione di discesa per
la funzione obiettivo. Se —V f; € uno stimatore non distorto di una direzione di
discesa, la successione {w®},cx, tendera a muoversi comunque verso il punto di
minimo Remp, ma con maggiore difficolta a causa della varianza elevata. Per ottenere
un miglioramento, & possibile trovare il giusto compromesso tra i due metodi, che
permette di ridurre il rumore dello stimatore, pur rimanendo poco costoso.

Per questo motivo, & stata sviluppata la versione Mini-Batch del metodo
del Gradiente Stocastico (SGD). Essa prevede che ad ogni iterazione k € N sia
estratto un sottoinsieme di indici Ny C {1,2,...,n}, il mini-batch, secondo una
distribuzione uniforme. Ricordando la formula del rischio empirico (2.3]) e che ogni
indice ¢ € associato all’z-esimo campione del training set S, la scelta del gradiente

stocastico per la versione mini-batch ricade su

i€ENg

dove & rappresenta l'insieme delle realizzazioni della variabile aleatoria & definita
dalla distribuzione uniforme all’iterazione k. Esso rappresenta il gradiente di f nel
problema ({3.1]), calcolato considerando solo sottoinsieme di campioni Ny C S.

In particolare, grazie a questa strategia, la varianza dello stimatore g(w®): &)
sara ridotta di un fattore m rispetto al gradiente stocastico Vfi(W(k)) ottenuto da
un singolo indice, copia i.i.d. della stessa variabile aleatoria per ognii € {1,2,...,n}.
Aumentando il numero di indici considerati, la varianza diminuira.

La versione Mini-Batch apre la strada a nuove estensioni che permettono di mi-
gliorare il tasso di convergenza del metodo, come 1’aggiornamento dinamico della
dimensione del batch e la scelta della distribuzione per il suo campionamento. Sic-
come anch’esse presentano una varianza dello stimatore g(w®), £,) minore rispetto
al metodo del Gradiente Stocastico (SGD) tradizionale, fanno parte dei cosiddetti

metodi di Riduzione della Varianza. Essi saranno approfonditi nei capitoli [3
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¢ [d Oltre, al miglioramento della velocita di convergenza del metodo, diminuire

il rumore dello stimatore g(w®), &) facilita la scelta di una lunghezza di passo ay

adeguata.

2.4 Pseudocodice dell’Algoritmo SGD e Mini-Batch

Lo pseudocodice del Metodo del Gradiente Stocastico (SGD) nella sua versione

tradizionale o con mini-batch ¢ riportato in Algorithm [1], dove

Algorithm 1 Stochastic Gradient Descent (SGD)

Require: Dataset S = {(x;,y;)}l1; T € N.

1

2:

3:

Scelta del parametro iniziale w(®)

for k=0,1,...,T—1do

)

Generare una realizzazione della variabile aleatoria ¢ (estrazione uniforme
da S);

Calcolo del vettore gradiente stocastico g(w®), &);

Scelta del parametro lunghezza di passo ay > 0;

Aggiornamento del vettore di parametri w1 = wk) — qy g(wk) | &),

. end for

. return w(™

o ¢ ¢ la variabile aleatoria che genera uniformemente un indice o una sequenza

Ny, utilizzati nell’iterazione k;

e il gradiente stocastico scelto come stimatore del gradiente della funzione obiet-

tivOo Remp(W) all'iterazione k:

vf@k (W(k))

Wlk\ ZieNk Vfi(w(k))

g(w(k)7 ék) =

o o € R,y parametro lunghezza di passo, opportunamente scelto.
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2.5 Selezione degli Iperparametri e Analisi della Con-

vergenza

2.5.1 Selezione di Learning Rate e Mini-Batch Size

La scelta degli iperparametri, quali il learning rate «y e il micro-batch size Ny, car-
dinalita del sottoinsieme dei campioni estratti per ogni iterazione, ¢ cruciale per la
convergenza e la performance ottenute dal metodo del Gradiente Stocastico. Tut-
tavia, questo problema non é banale e il costo computazionale necessario potrebbe
essere molto elevato.

Esistono differenti valide strategie per la loro determinazione, le quali influenzano
i risultati teorici di convergenza ottenibili dal metodo.

Tra quelle relative alla determinazione di oy, per ogni iterazione k, si ricorda la

regola dello step size fisso,
ap = a Vk € Ny, con a € Ry fissato.

Tuttavia, questo metodo presenta molte criticita. Infatti, la scelta di uno scalare «
troppo elevato potrebbe causare una forte oscillazione esterna ad un intorno con-
tenente il punto di stazionarieta senza mai convergere a causa del passo compiuto
troppo grande. Viceversa, se ay é eccessivamente piccolo, la convergenza effettiva
sara troppo lenta.

Dunque, per cercare di superare questa limitazione, & possibile ricorrere ad un
aggiornamento dello step size decrescente all’aumentare del numero di iterazioni.

Solitamente, si utilizza

1 Q .
o, =0 (E) =17 —1—004k Vk e Ny con ap, o > 0 fissati.

Purtroppo, in questo caso la successione {ay}i, € predeterminata dagli iperparame-
tri ap e «, rendendola fortemente dipendente dalla loro scelta. Dunque, ¢ banale
immaginare che la loro ricerca possa essere lenta e costosa. Una scelta inadeguata
potrebbe compromettere i risultati del modello.

Per diminuire il costo e aumentare la velocita nella ricerca degli iperparametri

adeguati, & stato sviluppato un adattamento della strategia relativa ai metodi di
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Discesa del Gradiente (GD): Line Search Procedure con condizione di suf-
ficiente decrescita di Armijo, spiegata nella Sezione Essa permette una
ricerca adattiva della lunghezza di passo ad ogni iterazione.

Allo stesso modo, la dimensione dei batch N, puo essere prefissata o crescente
all’aumentare dell’iterazione k, aggiungendo ad ogni iterazione informazioni. Ad
esempio, la convergenza lineare del metodo SGD ¢é garantita scegliendo una crescita
di tipo geometrico. Inoltre, la legge che determina N, puo essere utilizzata come
mezzo per ridurre la varianza dello stimatore della direzione di discesa corrente,

diminuendone cosi il rumore (Sezione[3.3).

2.5.2 Risultati di Convergenza

Attraverso ipotesi restrittive, la scelta della legge che definisce questi iperparametri
influenza in risultati di convergenza del metodo del Gradiente Stocastico. In parti-
colare, avendo una funzione obiettivo F' : R — R nel caso di minimizzazione del

rischio atteso o empirico, si considerino le seguenti ipotesi:

Assunzione 2.5.1 (Lipschitz-Continuita del Gradiente) F ¢ differenziabile con

continuita, ossia F € CH(RY), e VF : R? — R? ¢ Lipschitz continuo, cioé

L >0 : |[VF(w)—-VFW)|s<L|w—wl|, VYw,weR%

Assunzione 2.5.2 (Forte Convessita) F ¢ fortemente convessa, ossia
Je>0 : F(W)>F(w)+VFw)(w—-w)+ %CH\?V —wl|? vw,w e R?

Conseguenza diretta della forte convessita ¢ 1’esistenza e unicita di un unico punto

di minimo w*. Si denota il valore di minimo F* := F(w")

Assunzione 2.5.3 (Limitazioni su Momento Primo e Secondo) F soddisfa le

sequenti disuguaglianze:
1. La successione {w™}, ¢ contenuta in un insieme aperto A C R? tale che

E|me >0 F(w) > me Yw € A;

44



2.5. SELEZIONE DEGLI IPERPARAMETRI E ANALISI DELLA
CONVERGENZA

2. Esistono scalari ng > n > 0 talt che, per ogni k € N,

VE(wO)TE[g(w®, M) > 5|V F(w®)[3

IE[g(w®, N[l < nel| VE(w®)]l2.
3. FEsistono scalari M >0 e My > 0 tali che, per ogni k € N,

Varlg(w®, )] < M + My |V F(w®™)][3.

Considerando la scelta della lunghezza di passo fisso, ¢ possibile dimostrare un

lower bound per il gap di ottimalita.

Teorema 2.5.4 (Forte Convessita, Lunghezza di Passo Fissa [8]) Si conside-

rino le ipotesi [2.5.1], [2.5.9 e [2.5.5, dove F* = Fyy. Se il metodo del Gradiente

Stocastico utilizza la regola della lunghezza di passo fisso,
ap :=a Vk e Ny,

tale che
n

D<a<
=T,

dove Mg := My +n% > n* > 0.
Allora, Voptimality gap atteso soddisfa la sequente disuguaglianza

aLM . oL M
2cn k—oo

aLM
2cn

E[F(w®) — F*] < + (1 — acn)* (F(w<0>) —F*

2cn
per ogni k € Ny.

Allo stesso modo, considerando una particolare legge di aggiornamento dello stepsize

decrescente, tale che

oo o
E ap = 00, E a% < 0
k=0 k=0

Teorema 2.5.5 (Forte Convessita, Lunghezza di Passo Decrescente [8]) Si

considerino le ipotesi|2.5.1],12.5.4 e[2.5.5, dove F* = Fp. Se il metodo del Gradiente

Stocastico utilizza la regola della lunghezza di passo decrescente definita come

Bo
B+ k’

ap =
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per qualche [y > % e By > 0 tale che

N
LMg’

ap <

Allora, posto

V '= max M W(O) A
= o { e gy (1 DFe) = ) |

per ogni k € Ny, il gap di ottimalita atteso soddisfa

(k)\ _ o Ui
E[F(w'™) F]Sﬁﬁrk'

Inoltre, nel caso piu generale della funzione obiettivo, essa potrebbe non essere
fortemente convessa, non garantendo cosi che esista un unico punto di minimo globa-
le, e neanche convessa, causando l’esistenza di punti di stazionarieta che potrebbero
non corrispondere al minimo globale della funzione. E comunque possibile ottenere

informazioni sull’avvicinamento della successione a uno dei punti di stazionarieta.

Teorema 2.5.6 (Non Convessita, Stepsize Fisso [8]) Supponendo che siano ve-
rificate le ipotesi e[2.5.3 e che la regola per 'aggiornamento della lunghezza di

passo utilizzata dal metodo del Gradiente Stocastico sia
a,=«a Vke Ng,

tale che
Ui
LMg
Allora, per ogni K € N, il valore atteso della media dei quadrati delle norme dei

I<ac<

gradienti per le prime K iterazioni soddisfa la sequente disuguaglianza

K-1 K-1
1 1 aLM 2(F(w(©®) — Fy) oL M
el E &2 = — § : ONIE
E[K — IVE(w )”2] T K kZOE[”VF(W )”2} ==t Kna koo 1)

Teorema 2.5.7 (Non Convessita, Stepsize Decrescente [8]) Supponendo che
siano verificate le ipotesi e e che il metodo del Gradiente Stocastico sia
definito con una regola per l'aggiornamento della lunghezza di passo {oy }ren, che

soddisfi
S ap=oo, 3 ai <o
k=0 k=0
Allora, la successione {w®},cn, generata dal metodo ¢ tale che

liminf E[|VE(w®)|3] = 0.
k—ro00
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2.5. SELEZIONE DEGLI IPERPARAMETRI E ANALISI DELLA
CONVERGENZA

Le dimostrazioni dei teoremi precedenti sono presenti in [8].

Infine, anche la scelta dinamica della dimensione del batch size puo influenzare
il tasso di convergenza. Un esempio é riportato dal seguente teorema, che utilizza la
crescita geometrica di Ny per garantire la convergenza (in aspettazione) R-lineare.

In questo caso, sara considerato il problema di minimizzazione del rischio empirico.

Teorema 2.5.8 ( [9]) Considerando la versione mini-batch del metodo del Gra-
diente Stocastico, si indichi con Ny la dimensione del mini-batch N, scelto all’ite-

razione k. Siano verificate le ipotesi
o F e C*RY);

e [ ¢ uniformemente convessa, ovvero esistono due costanti X e L tali che 0 <

A < L, per cui vale
MVl < vIVZE(w)v < L|v]|J?, VwecRY Vv e RY;
essa garantisce l'unicita del punto di minimo w* di F.

St scelga lunghezza di passo fissa

Inoltre, si scelga come regola di aggiornamento dinamico della dimensione del batch
Ny = (alﬂ , con a > 1,

che definisce una crescita geometrica.

Supponiamo che esista una costante € > 0 tale che
[Var[Vfi(wE)]||, < e VkeN,.
Allora, la successione {w®},cn, verifica la sequente disuguaglianza
E[F(w®) - F(w")] < CpF

dove

per ogni k € Ny.
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Capitolo 3

DeepLISA e Riduzione della
Varianza Attraverso la Scelta del

Mini-Batch Size

Come accennato nella Sezione [2.5 il metodo del Gradiente Stocastico tradizio-
nale presenta molte limitazioni sia per quanto riguarda la velocita di convergen-
za, migliorabile attraverso una regola di aggiornamento della dimensione dei mini-
batch, sia per la forte dipendenza dalla scelta degli iperparametri, il cui costo per
I’ottimizzazione non puo essere ignorato.

L’articolo |13] descrive un nuovo metodo in grado di superare questi vincoli:
I’algoritmo Deep-LISA. Esso apporta due modifiche fondamentali per ottenere

migliori risultati:

1. la regola di aggiornamento del learning rate aj segue la procedura di line
search monotona o non monotona, che riduce significativamente la dipen-
denza dei risultati dalla scelta degli iperparametri grazie ad una strategia di

selezionamento adattiva (Sezione [3.2);

2. la scelta della dimensione del mini-batch ad ogni iterazione segue una leg-
ge monotona debolmente crescente, caratterizzata da una crescita lenta che
permette una riduzione sempre maggiore della varianza dello stimatore della

direzione di discesa, il gradiente stocastico (Sezione [3.3).
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3.1. DEFINIZIONE DEL PROBLEMA E ASSUNZIONI STRUTTURALI

Queste modifiche porteranno miglioramenti sia rispetto alla convergenza, che nel
caso di funzioni fortemente convesse diventa di tipo R-lineare, sia attraverso la di-

minuzione del costo del tuning degli iperparametri e 'aumento della loro robustezza.

3.1 Definizione del Problema e Assunzioni Struttu-

rali

In molti ambiti di Machine Learning e Deep Learning sorge la necessita di risolvere

problemi di minimizzazione del rischio empirico, eventualmente regolarizzato, della

forma
1 n
Inin f(w) = — ;ﬁ(W) (risp- min f(w) =~ Zfz —||W||2) (3.1)
dove

e S rappresenta il training set, avente cardinalita pari ad n;

e f; : RY = R ¢ una funzione differenziabile con continuita in R¢, ovvero
fieC'(RY Vie{l1,2,...,n},

relativa al campione i-esimo di §. Si osservi che, grazie a questa ipotesi, il suo
gradiente rispetto a w & ben definito e permette di utilizzarlo per il metodo

del Gradiente Stocastico.

Per la sua risoluzione, é possibile utilizzare il metodo del Gradiente Stocastico,

versione mini-batch (Sezione [2.3.2), definito dalla regola di aggiornamento iterativo
wh D = Wkt _ 0, i (w®) (3.2)
dove, fissata l'iterazione k € Ny,

e N, C S ¢ un sottoinsieme di campioni estratti uniformemente dal training set

S. Sara indicata con N}, la cardinalita di questo insieme;

e fy, : R?Y — R rappresenta il rischio empirico costruito su Ny, eventualmente

regolarizzato,

A
f/\fk Zfz (rlsp ka Zfz EHWHg)a
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3.1. DEFINIZIONE DEL PROBLEMA E ASSUNZIONI STRUTTURALI

il cui gradiente ¢ calcolato come
1 1
Vv, (w) = EZVf,(W) (risp. Vfin, (W) = EZVfZ(W) —|—/\W>;
‘ i=1

e il learning rate ay € uno scalare positivo scelto attraverso la line search proce-

dure monotona o non monotona (Sezione, dipendente da un intero positivo

M.

Alle assunzioni annunciate in precedenza, si aggiungono quelle classiche che

permettono di dimostrare i successivi risultati di ben posizione e di convergenza.

Notazione 3.1.1 Siano uno spazio di probabilita (©,F,P), ed una variabile alea-
toria X, indicando con Fi la o-algebra generata dai primi k wvalori ottenuti dal

processo stocastico x©, xM . x®)  allora:
- E[X] rappresenta ’aspettazione totale di X ;
- Ex[X] := E[X|Fk] & Uaspettazione condizionata di X rispetto a F.

Assunzione 3.1.2 La funzione f : R? — R ammette un punto di minimo ed é

inferiormente limitata da uno scalare f*, ovvero
fw)>f*  vweR’
X* = argmingegaf (w) # 0
Assunzione 3.1.3 f;, i € {1,2,...,n} ha gradiente L;-Lipschitz continuo, dunque
AL >0 : ||Vfiw) = Vfi(W)|2 < Llw — Wy VYw,Ww € R%
L; ¢ il pit piccolo valore di L che soddisfa tale disuguaglianza.
Conseguenza diretta di questa ipotesi ¢ che anche V f ¢ L-Lipschitz continuo, con
L

L<- Zl L;.

Inoltre, posto Lyax := maxXo<i<y Lj,
L < Lpax.

Allo stesso modo, ¢ possibile dimostrare che V fy, € Ly, -Lipschitz continuo, con

1
L < = Li<Lmax
O
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3.1. DEFINIZIONE DEL PROBLEMA E ASSUNZIONI STRUTTURALI

Assunzione 3.1.4 I gradiente stocastico V fx;, (w*)) ¢ uno stimatore non distorto

(Deﬁnjzione di Vf(w®), cioe
BV i (w)] = V1 (w®).

Inoltre,

Ee | (w®)] = F(w®).

Assunzione 3.1.5 Data una sequenza propria e sommabile {ex}i, D poger < +00,
i gradienti stocastici non distorti {V fx, (W)}, devono soddisfare la sequente disu-
guaglianza

By [IIV S (W) = V(W] <2 REN, (3.3)

costruita appositamente per il contesto di Deep Learning.

Questa condizione forza la riduzione progressiva della varianza.

Osservazione 3.1.6 Ricordando che lo stimatore é non distorto,
Ex IV fa (W) = VA(wO)] = B |1V fx (W] — VA @) (3.4)
Dunque, la disuguaglianza (3.3 ¢ equivalente a
Ex IV £ (W) 3] < IV (w3 + 1. (3.5)

Questa ipotesi & meno restrittiva rispetto alla richiesta di Strong Growth Con-
dition (SGC)
P10 B[V )IE] <ol VI3
che deve valere per ogni w € R%, presente in alcuni teoremi per dimostrare i risultati

di convergenza per funzioni obiettivo anche non convesse.

Infine, & necessario introdurre un lemma utilizzato per la dimostrazione dei

teoremi legati ai risultati di convergenza del metodo.

Lemma 3.1.7 ( [13, Robbins-Siegmund Lemma, Lemma 2.1, Sec. 2 ]|) Si con-

siderino variabili aleatorie non negative vy, uk, N, Wi talt che

E[Vk—i-l | Sk:] < (L4 mw)ve — ug + p - a.s.,
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3.2. LINE SEARCH PROCEDURE PER IL CALCOLO DEL LEARNING RATE
E RISULTATI DI CONVERGENZA

o0 o0
g N <00 a.s., E e < 00 a.s.,
k=0 k=0
dove E|:]/k+1 | Sk] indica l’aspettazione condizionata dati vy, ...,Vs, Ug,..., U,

Nos - - - Mk, Koy - - -5 K-

Allora, esiste una variabile aleatoria v > 0 tale che
vy — UV Q..

Inoltre,

oo
g U < 00 a.s.
k=0

3.2 Line Search Procedure per il Calcolo del Lear-

ning Rate e Risultati di Convergenza

3.2.1 Line Search Procedure per il Calcolo del Learning

La Procedura di Line Search con condizione di Backtracking di Armijo
per la determinazione ad ogni passo di oy deriva dall’adattamento al caso stocastico
della versione omonima per il Metodo di Discesa del Gradiente (GD). Esistono due
tipoligie di versioni, monotona o non monotona, a seconda del valore che assume
I'iperparametro M € N.

Lo pseudocodice della procedura ¢ mostrato in Algorithm [2 In particolare, ad

Algorithm 2 Stochastic Line Search Procedure per oy, [13]
Require: ay., >0, M >0, 5 € (0,1), v € (0,1)

1: Sipone @ := Quax;

2: Si calcola il gradiente stocastico gy < V fa, (w®));

3: while fy, (W* — agy) > maxo<jcmingr.ary fan_, (WF 7)) —yallgi > do
4: o+ fa;

5: end while

6: ap < o

7: return oy.

ogni iterazione compiuta dal ciclo while, ., viene moltiplicato per f € (0, 1),
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3.2. LINE SEARCH PROCEDURE PER IL CALCOLO DEL LEARNING RATE
E RISULTATI DI CONVERGENZA

ottenendo dopo le prime m iterazioni
. m
Q1= Qpax .

Aumentando m, amna.x viene ridotto. La scelta del learning rate oy ricadra su &
calcolato secondo il pitt piccolo numero di iterazioni m tale che sia verificata la
condizione di sufficiente discesa
k) _ 4 (k) (k=3) A (k)2
w' —aV w < ma; (w —~val|V w
faa W) < ma i (wO) = 9a] Vg (w )]

Siccome —ya||V fa, (wk))||2 & strettamente negativo, per definizione di massimo,

sard garantito che
(W —avV iy (w?)) < fa, (W) W) € [0, min{k, M}] NNy

Se k < M, caso monotono, si richiede che il nuovo iterato w*+1 sia scelto in
modo che fy, valutato in quel punto sia strettamente minore rispetto a tutti i valori
In; (wi@)), j = 1,2,...,k ottenuti in precedenza. Viceversa, se k > M, caso non

monotono, la decrescita é richiesta solo rispetto agli M valori precedenti ad esso.

3.2.2 Ben Posizione di SGD con Line Search Procedure

E possibile dimostrare la ben posizione della procedura di Line Search per la sele-
zione di oy, servendosi del Descent Lemma. In questa sezione presentiamo i risultati

principali del modello.

Lemma 3.2.1 ( [13, Descent Lemmal) Sia F': R"™ — R una funzione continua-

mente differenziabile avente gradiente L-Lipschitz continuo, ossia
IVE(z) = VF(@y)| < Lz —yl| Vz,y € R™.
Allora, per ogni x,y € R™, vale
T L 2
Fly) < Flz) + VE(x) (y —2) + S lly — 2" (3.6)

Osservazione 3.2.2 Si osservi che, grazie alle ipotesi f; € CL(R?) e questa
disuguaglianza ¢é verificata per f, fux, e fi, per ogni i € {1,2,...,n} e per ogni
N CS.
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3.2. LINE SEARCH PROCEDURE PER IL CALCOLO DEL LEARNING RATE
E RISULTATI DI CONVERGENZA

In particolare, la ben posizione del metodo del Gradiente Stocastico dotato di Line

Search Procedure ¢ ben posto, come verificato nel Lemma [3.2.3,

Lemma 3.2.3 (Ben Posizione della Line Search Procedure) /15, Lemma 2.2,
Sec. 2] Verificata l’ipotesi la procedura di Line Search presentata nell’Algorithm
[4 ¢ ben posta. Inoltre, posto

QO =min-< o —26(1 — 7)
max» Lmax )

vale la sequente disuguaglianza:

26(1 — 1)
Ly;

k

0 < & < min {amax, } < o < Oax Vk € Ny (3.7)

Osservazione 3.2.4 Dall’equazione ¢ banale dedurre che, se v < % e

Oazs > %j\:), allora

(673 Z .
Ly,

Per favorire la fluidita della trattazione, la dimostrazione del Lemma(3.2.3é riportata
in Appendice[7.6.3

3.2.3 Risultati di Convergenza

Questa sezione ¢ volta all’analisi della convergenza del metodo SGD dotato
di Line Search Procedure (Algorithm @, dipendente dalle assunzioni fatte sulla
funzione obiettivo. In particolare, si analizzeranno tre casistiche: caso generale,
non convesso, di f;; convessita di f;; proprieta di Polyak-Lojasiewicz su f. La

dimostrazioni dei Teoremi[3.2.5] - [3.2.6 - [3.2.7 - [3.2.1]] sono riportate in Appendice
1£.60.3

Caso Non Convesso. Si consideri il caso di funzioni obiettivo non convesse. 11

Teorema [3.2.5 permette di dimostrare che la successione generata da

{ _min_ B[V}

k=0,....T

converge sublinearmente a zero. Inoltre, la successione {w*}, converge ad un

punto di stazionarieta, in quanto limy_, . ||V f(w®)|| = 0 quasi certamente.
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3.2. LINE SEARCH PROCEDURE PER IL CALCOLO DEL LEARNING RATE
E RISULTATI DI CONVERGENZA

Teorema 3.2.5 (Convergenza per Funzioni Obiettivo Non Convesse)

Teorema 2.1, Sec. 2] Si supponga che siano verificate le assunzioni|3.1.9,(3.1.3,|3.1.4

e che la varianza del gradiente sia progressivamente ridotta grazie a una successione
positiva e sommabile {ey} (Assunzione . La sequenza {w®}, ottenuta at-
traverso il metodo SGD dotato di Line Search Procedure (Algorithm [2), con

Anaz < %, ammette tasso di convergenza sublineare a un punto di stazionarieta, in

quanto

min B[V < () )+ £ e @)

-----

dove 6 = 2& — LamaX > 0. Inoltre,
1 Y2 IV (w2 < 400 as.;

2. limg o0 |[VF(WHF)| =0 a.s.

Caso Convesso. Aggiungendo l'ipotesi di convessita dei termini della funzione
obiettivo, ¢ garantita la convergenza della successione {W(k)} ¢ @ un punto di minimo
(Teorema |3.2.6). Aggiungendo ulteriori ipotesi, il Teorema dimostra che il

tasso di convergenza di {w®}; o della sua media

1 T
RN o (Y

k=0

¢ sublineare.

Teorema 3.2.6 (Convergenza per Funzioni Obiettivo Convesse) /15, Teo-

rema 2.2, Sec. 2] Date le assunzioni|3.1.4,(3.1.5, 3.1.4}, se inoltre

e [’Assunzione coinvolge una successione positiva e sommabile {ey}i, tale

che
o
Z VEER < +00;
k=0
o f; ¢ convessa per ognii € {1,2,...,n};

allora, la sequenza {w*)}, generata dal metodo SGD dotato di Line Search

Procedure (Algorithm @) CON Aoz < + , converge a.s. alla soluzione del problema

.
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3.2. LINE SEARCH PROCEDURE PER IL CALCOLO DEL LEARNING RATE
E RISULTATI DI CONVERGENZA

In particolare, ¢ possibile dimostrare il tasso di convergenza nel caso convesso.

Teorema 3.2.7 (Tasso di Convergenza per Funzioni Obiettivo Convesse)

[15, Teorema 2.3, Sec. 2] Supponendo che siano verificate le assunziom'
e che

e [’Assunzione coinvolge una successione positiva e sommabile {e}y tale

che
o
Z VEER < +00;
k=0
o f; ¢ convessa per ognii € {1,2,...,n};

allora, la sequenza {w®)} generata dal metodo SGD con Line Search Procedure
(Algorithm E]), tale che e < %,

_ . 1
Bl ™)~ fw)] = 0( 7).
dove
1 T
~T) — _ ~ (k)
w Tl kZ:O w
Se inoltre si ha -
Zkek < 00,
k=0

allora

Proprieta di Polyak-Lojasiewicz. Infine, aggiungendo come ipotesi su f la
proprieta di Polyak-Lojasiewicz, garantita nel caso di funzioni fortemente convesse, il

metodo é caratterizzato da un tasso di convergenza R-lineare (Teorema|3.2.11).

Definizione 3.2.8 Sia una funzione f € C1(R%), supponendo che esista un punto

di minimo, essa verifica la proprieta di Polyak-Lojasiewicz se
IV > 2¢(f(x) — ) VxeRY, (3.9)
in cuic>0 e f*=infycpa f(2).

Innanzitutto, si ricordino due lemmi che permettono di dimostrare il teorema

relativo alla convergenza.
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3.2. LINE SEARCH PROCEDURE PER IL CALCOLO DEL LEARNING RATE
E RISULTATI DI CONVERGENZA

Lemma 3.2.9 ( [13, Lemma 2.3, Sec. 2|) Sia {e}}x una successione positiva che

converge R-linearmente a zero. Allora, per ogni ¢ € (0,1) e ¢ € N,

k+1

j—1
Tk:E ¢ Eqrk—j
Jj=1

converge R-linearmente a zero.

Lemma 3.2.10 ( [13, Lemma 2.4, Sec. 2]) Sia una funzione h : R? — R tale
che

e h soddisfa la proprieta di Polyak-Lojasiewicz, con relativa costante ¢ > 0;
e Vh ¢ L-Lipschitz continuo.

Allora,
c<L.

Dunque, vale il seguente risultato di convergenza.

Teorema 3.2.11 (Convergenza R-Lineare per Funzioni con Proprieta PL)

[13, Teorema 2.4, Sec. 2] Sotto le assunzioni|3.1.2,13.1.9, |3.1.4], si supponga che

e f; sia convessa, per ogni i € {1,...,n};
e la funzione obiettivo [ soddisfi la condizione di Polyak—f.ojasiewicz;

e sia verificata I’Assunzione [3.1.5 attraverso una successione {ey} positiva che

converge a zero R-linearmente.

Allora, la successione {w®)}, costruita attraverso il metodo SGD dotato di

procedura Line Search (Algorithm @), CON Qmax < %, e caratterizzata da un tasso di

convergenza R-lineare. In particolare,
E[f(w* ) — ] < (1= 8e)* (f(WwO) = f) + 79", VkeN (3.10)

dove § = 2& — La?

max’

de<1l, 7>0epe]0,1).
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3.3. STRATEGIA DI MINI-BATCH SIZE PER LA RIDUZIONE DELLA
VARIANZA

3.3 Strategia di Mini-Batch Size per la Riduzione

della Varianza

L’idea alla base della legge che guida la scelta della dimensione N; del mini-batch

ad ogni iterazione k deriva dall’algoritmo LISA, proposto nell’articolo [12].
Affinché la convergenza del metodo SGD dotato di strategia di Line Search sia

garantita, € necessario considerare il problema di minimo in cui f ¢ una funzione

obiettivo generica, tale che

(A) 0 < g < aax < %, dove L ¢ la costante di Lipschitz del gradiente della
funzione obiettivo f (Assunzione[3.1.3);

(B) vale la condizione presentata nell’ Assunzione |3.1.5;

By [IIV S (W) = V(WO 3] <2 vk €N, (3.11)

dove {ex}r ¢ una successione sommabile, positiva e non crescente. La mo-
notonia imposta a questa successione permette la riduzione progressiva della

varianza dello stimatore.

La Condizione (B) pud essere ottenuta attraverso una scelta opportuna dei Ny €
{Ny,2,...,n} ad ogni iterazione, dove Ny & un iperparametro che rappresenta il
limite inferiore della dimensione dei mini-batch. Infatti, la varianza del gradiente

stocastico costruito attraverso il batch N} &

,_.

B9 (v ) — V)P £ 2 S BV Aw®) - AW O)P] (3.12)

kE ien
2 BE[IVA) T O]  (13)
— S EIVAE®) - VIO (1)

per un qualsiasi ¢ € N},. L’equazione ¢ conseguenza diretta del fatto che gli stimatori
V fi(w®) sono copie i.i.d. di una stessa variabile aleatoria (utilizzo in equazione
(2)) e della proprieta relativa alla varianza di una combinazione lineare di variabili
aleatorie (utilizzo in equazione (1)). Inoltre, supponendo che la varianza del singolo

stimatore V f;(w®) sia limitata da una costante C' > 0 per ogni i € N,

B9 1, (") — T (w! )ll}z—Ek[IIW >—Vf<w(k))“2]§zv%
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VARIANZA

Dunque, affinché sia verificata la disuguaglianza , ¢ sufficiente scegliere N}, tale
che

L
Nk > Cky
cloé
C
N, > — Vk € Ng. (3.15)
€k

3.3.1 Selezione del Mini-Batch Size dell’algoritmo LISA

Sulla base delle considerazioni precedenti, I’algoritmo LISA |12] prevede che ad ogni

iterazione k sia scelto esattamente

Ny = P , (3.16)

Ek

piu piccolo intero per cui la disequazione ¢ verificata. In particolare, per ogni

k € N, ¢& possibile approssimare C' attraverso la varianza campionaria di V f;(w®))

=1 2 (I9AGv) = T (WOl

Nk -1 1€EN}

B ||V filw®) = Vi (w)|2] ~

la quale, divisa per N, determina la varianza campionaria dell’intero stimatore

V i (W)
1

W= ——— (wF)y — (k)
= Ni(Np — 1) Zg\;k IV ™) =V fa (W) (3.17)

Dunque, sara sufficiente scegliere una dimensione Nj, e verificare se V¥ < ¢4: in

caso contrario, si segue la formula per la determinazione della dimensione successiva

]Vprev‘/(fe)v
Npext —min{n, max({u , Ni +1 ,
€k

in cui gli apici 'prev’ e 'next’ rappresentano rispettivamente i valori della prova pre-

da testare

cedente e di quella successiva. In tal modo, NP*** ¢ maggiore o uguale a [%1, dove C'
¢ relativo al mini-batch size provato precedentemente (N;*V). Se la varianza cam-
pionaria della nuova dimensione scelta verifica Vrff)zt < &y, la ricerca per l'iterazione
corrente k termina, altrimenti si ripete il procedimento.

L’algoritmo LISA ¢ un metodo che segue lo schema SGD con Line Search
Procedure (Algorithm [J), in cui la successione crescente { Ny}, viene determinata

dall’ Algoritmo [3,
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Algorithm 3 LISA Dynamic Mini-batch Selection, iteration & [12]

Require: wi¥) € R?; g, elemento della sequenza sommabile non negativa {e;}x;
Nj,_1 grandezza del mini-batch dell’iterazione precedente.
1: Si pone N = Ni_q;
2: Campionamento del mini-batch N}, di dimensione iniziale Ny;

3: Calcolo del gradiente stocastico
i (w Z V fi(w
’LGNk
4: Calcolo della varianza campionaria, dipendente da Ny,

v — N 2 V) = w )

lENk

5 if V%) < g, or Ny > N then
Scelta di oy con Algorithm [2

else
N, = min{n, max([N’“V(k)—‘ N + 1)}

Ripetere a partire dalla riga 2.

10: end if
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Tuttavia, questo metodo presenta criticita sia in termini di costo computa-
zionale che in termini di memoria. In particolare, ad ogni iterazione é necessa-
rio calcolare 1’espressione , che richiede la memorizzazione della matrice dei
{V fi(w*)}icn, di dimensione d x Ny, dove d ¢ il numero di parametri del modello
(w € R?). Inoltre, questa operazione potrebbe essere ripetuta pitl volte in un’unica

iterazione, per riuscire a soddisfare il criterio di arresto V% < g

3.3.2 Selezione del Mini-Batch Size dell’algoritmo DeepLISA

L’articolo |13] propone una soluzione intelligente per eliminare la necessita di grandi
risorse di calcolo e di memoria da parte dei calcolatori, rispondendo comunque alla
necessita di scegliere la dimensione del mini-batch che verifichi [3.15] al fine di ga-
rantire la veridicita della condizione (B). Supponendo di conoscere C', indipendente

dall’iterazione k, e considerando la successione debolmente decrescente {e orre
) kSks

mg 1= |79“ Vk € Ny
€k

significa costruire una successione {my }ren, monotona debolmente crescente, che
rappresenta i piu piccoli interi per cui la condizione é verificata per ogni k.
Si indichi con il termine epoca la sequenza di iterazioni che accede al training
set S un numero di volte pari alla sua cardinalita (|S| = n). E possibile costruire i
mini-batch per ogni epoca t attraverso una partizione del training set rispetto a una
dimensione fissata N;. In tal modo, ogni epoca sara costituita da [Nﬂﬂ mini-batch
con N; campioni, ad eccezione dell’'ultimo che conterra una quantita pari al resto

della divisione stessa. Si pongano i batch corrispondenti secondo la notazione

{A/%+07N’f+1a s 7-/\/’1?+[1%‘\71}a

dove t ¢ il numero di iterazioni considerate fino all’inizio della nuova epoca t, che
corrisponde all’indice del suo primo mini-batch.

Fissato Ny € N, la dimensione N, dei mini-batch, per ¢ > 1, sara scelta in modo
tale che la condizione sia soddisfatta per ogni sua iterazione. Siccome la
successione {my }ren, ¢ monotona debolmente crescente, sara sufficiente scegliere la

componente il cui indice € successivo a quelli relativi alle iterazioni dell’epoca t. In
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particolare, si considerera

Ny 2=m£+( N ‘| vVt € N,

ossia

C

. {ﬁl vien

Ni_1

Infatti, siccome 0 < N;_; < N; per ogni epoca t, il numero di iterazioni compiute

scegliendo N; come dimensione sara al massimo pari a quello ottenuto attraverso

%<5l

Dalla crescenza della successione {my,}, la dimensione del mini-batch N} dell’epoca

t verifichera la condizione richiesta (3.15)): siccome

N;_1, in quanto

- |Nk| = Nt;

N —m > > ’ 06 N, > __Cc > C > ’VQ-‘7
CT M [ E M ] = e GO0 e = LHMJ - LJ’;J o

allora

N> &
Ek

perogni k € {t, t+1,..., t+[x]—1}.
Inoltre, é necessario porre delle limitazioni strutturali alla scelta della dimensione
dei batch. Indicando con Ny e ny.x rispettivamente il limite inferiore e superiore di

Ny, la sua regola di aggiornamento dinamico del mini-batch size sara

C
Ny := min { Npayx; Max — | Ny vt € N. (3.18)

gﬂ_ ’VNtnfl-‘

Mentre Ny ammette qualsiasi valore, n,., ¢ obbligato dal vincolo di memoria a

disposizione del calcolatore.

3.4 Algoritmo DeepLISA e Pseudocodice

L’algoritmo sviluppato nella pubblicazione |13| segue lo schema del Gradiente Sto-

castico con procedura di Line Search (Algorithm [2) e utilizza la regola di
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aggiornamento della dimensione dei batch (3.18)). Esso ¢ chiamato DeepLISA, in
quanto progettato per diminuire la quantita di risorse necessarie per i problemi su

larga scala sfruttando un linguaggio comune nell’ambito del Deep Learning.
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Algorithm 4 DeepLISA Algorithm [13]

Require: T > 0, npax > 0, w® € R% 0 < Ny < n, 0 < amin < @ < Omaxs

B,62 € (0,1), v > 0, M > 0, una sequenza positiva e sommabile {&j}ren,
C>0,t=0.

1: fort=1,2,...,T do

Step 1: Scelta della Dimensione e Creazione dei Mini-Batch Size

2: Scelta di N; come
C
Ny = min { Npay; Max — | Ny :
o]
3: Partizione del training set § in {%-‘ mini-batch di dimensione Ny;
" fork:z,...,ﬂ{ﬁ]—mo
t
5: Si sceglie il mini-batch N}, di cardinalita ;.
6: Si calcola fx; (w*)) e il gradiente stocastico V fu; (w*));
Step 2: Line Search Procedure per la Scelta del Learning Rate
7: Si calcola w = w®) — ;. V frr (wh));
s while Sy (W) > maxos cumiean S (W5) — 104V £ (w2 do
9: = Pay;
10: w=w® — q, Vfr, (wh);
11: end while
Step 3: Aggiornamento per I'Iterazione Successiva
12: Si pongono
wktD =
(5 )}
Q41 = M § Qpax, MaxX | —=, Qmin .
Ba
13: end for
14: Aggiornamento del numero di iterazioni totali ¢ = k + 1.
15: end for
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L’algoritmo LISA (Algorithm [3) costruisce uno o pitt batch ad ogni iterazione,
fino a quando la condizione di arresto per la selezione della dimensione N, non
é soddisfatta. Questo determina un vero e proprio collo di bottiglia del traffico
in memoria e, conseguentemente, del tempo computazionale, in quanto il numero
di accessi all’insieme di addestramento in memoria é molto grande. Al contrario
I'implementazione di DeepLISA (Algorithm @) si serve della classe PyTorch che co-
struisce una partizione dell’insieme di dati, scegliendo in modo causale il loro ordine
e accedendo al training set un’unica volta all’inizio di ogni epoca: il Data Loader.
Questo permette di diminuire il traffico in memoria e il tempo computazionale.

Inoltre, a differenza di LISA, la strategia di DeepLISA permette di avere
totale controllo sulla dimensione dei mini-batch scelta per ogni epoca. Difatti,
{N,}; é predeterminata dalla scelta dell’iperparametro Ny e della successione non
crescente {ex}r che stabilisce la pendenza della sua crescita, diminuendo il tempo
necessario per il fine-tuning degli iperparametri attraverso la procedura trial-and-

eIror:

- Ny non deve essere né troppo grande, né troppo piccolo per {ex}x: nel primo
caso, N; rimarra uguale a Ny per molte iterazioni in quanto limite inferiore per
la dimensione, mentre nel secondo la sequenza {N; }; cresce troppo rapidamen-
te, superando il vincolo di capacita np.c. Inoltre, maggiore ¢ la dimensione
del batch, minore sara la varianza del gradiente stocastico ad essa associato;
un valore Ny sufficientemente piccolo permette di sfruttare inizialmente 1’alta

varianza dello stimatore.

- Al contrario, n,,,; ¢ un vincolo di capacita imposto dal calcolatore GPGPU
(General Purpose Graphic Process Unit), che deve avere sufficiente memoria

per contenere un singolo batch.

- Anche la scelta della successione {&y } non crescente e tale che Z;ﬁ er < +00
non richiede molto tempo computazionale pre-iterazione; esso sara scelto in
modo tale che N, sia compreso tra Ny e npay, avvicinandosi a quest’ultimo

senza mai raggiungerlo.
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Line Search Procedure in DeepLISA (Step 2)

Infine, per garantire che sia verificata la condizione (A), ossia 0 < g < Qpax < %, e

sufficiente ricordare i risultati del Lemma [3.2.3. Esso asserisce la ben posizione del
metodo SGD (Step 3) con procedura di Line Search per la selezione della lunghezza

di passo (Step 2) e la disuguaglianza [3.7

26(1 —
0 < min {amax, M} < min {amax,

26(1 =)
Ly;

} S ak) S amax Vk E NO.
k
Il limite superiore % puo essere approssimato grazie ad un’opportuna scelta dell’i-
perparametro qpax.

Inoltre, la successione {ay}, non é forzata ad essere strettamente decrescente,
evitando il problema di una riduzione drastica dello stepsize gia dalle prime epoche.

In particolare, oy € inizializzato secondo la legge

PRI T (e}
initialization : k
ak+1 = nmn {amaxa max <ﬁ_7 amin) }
2

dove By € (0,1) ¢ un iperparametro opportunamente fissato. Di conseguenza, il
primo tentativo di lunghezza di passo sara un valore compreso tra i, € Qumax
superiore a quello considerato al passo precedente. Minore sara il valore di (s,

initialization

maggiore sara o

3.4.1 Analisi di Robustezza ed Efficienza di DeepLISA

All'interno della pubblicazione [13|, & presente I'analisi dell’efficacia e della robu-
stezza dell’algoritmo DeepLISA rispetto alla scelta degli iperparametri coinvolti ed
alle prestazioni su un problema di larga scala in un framework di Deep Learning.

Innanzitutto, I’articolo mostra come 'introduzione della Line Search Procedure
per la scelta della lunghezza di passo «j determini la robustezza del modello:
piccole variazioni sulla scelta degli iperparametri, generano performance simili tra
loro. Un vantaggio di questo fenomeno ¢ la riduzione della necessita di un tempo
elevato per il fine-tuning. Al contrario, nel metodo del Gradiente Stocastico con
lunghezza di passo e dimensione del mini-batch fissati, [13] mostra che le prestazioni
dipendono fortemente dal valore assunto dagli iperparametri.

Inoltre, le prestazioni migliori dell’algoritmo DeepLLISA sono comparabili con

quelle ottenute dal metodo del Gradiente Stocastico citato in precedenza e da quello
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in cui il learning rate ¢ determinato secondo la procedura di Line Search regola di
Armijo

. No
o = min{pax, 10" } con § > 1.
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Capitolo 4

Importance Sampling e Riduzione
della Varianza del Gradiente

Stocastico

Considerando il problema di minimizzazione (3.1)), il metodo iterativo SGD (Algo-
rithm |1) prevede che il gradiente stocastico sia costruito attraverso la formula

YV fi (wk) SGD classico
gy = § VI (4.1)

ﬁ >ien, VSi(w®)  SGD con mini-batch
dove i campioni considerati ad ogni iterazione sono scelti secondo una distribuzione
uniforme. Tuttavia, la distribuzione utilizzata per I'estrazione potrebbe essere mo-
dificata per ottenere la diminuzione della varianza dello stimatore g(w*)): strategia
Importance Sampling.

In questo capitolo saranno esposti i risultati della pubblicazione [10], che co-
struisce alcune varianti degli algoritmi presentati in [21], che sfruttano la distribu-
zione Adaptive Importance Sampling per il campionamento degli indici. In parti-
colare, in [10] si propone la procedura di Line Search per «y, sostituendo la legge
strettamente decrescente

1+ ak

a Vk € N. (4.2)

Questo permette di diminuire la forte dipendenza dagli iperparametri, come ripor-

tato nei risultati del capitolo precedente (Capitolo @
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VARIANZA

Per comodita, in questo capitolo si ricorrera alla seguente notazione:

Notazione 4.0.1 Siano una variabile aleatoria X € RY, dipendente dall’estrazione

degli indici i con distribuzione di probabilita p* (i ~ p*), ed una o-algebra Fy,

generata dai risultati delle iterazioni del processo w©, w) ... w®  Allora,
o £, [ X|F] sara Uaspettazione condizionata di X rispetto alla o-algebra Fi;
o E, ,x[X] sara laspettazione totale di X.

4.1 Adaptive Importance Sampling per la Riduzio-

ne della Varianza

Nell’ambito di campionamento statistico, la strategia Importance Sampling (IS)
[23] ¢ un metodo Monte Carlo comunemente utilizzato per approssimare un pa-
rametro I ottenibile attraverso l'aspettazione di una funzione g rispetto ad una

distribuzione di probabilita g¢:

1= E,[g(X)] = / G(x)q(x)dx,

Il metodo IS costruisce uno stimatore g di I, definito attraverso una nuova densita

di probabilita p, tale che
I =Ey[g(X)] = Eq[g(X)],  Var,[g(X)] < Var,[g(X)].

p é chiamata importance distribution. Questa strategia nasce dall’idea di con-
siderare regioni dello spazio dove x ¢ maggiormente significativo per il calcolo di I,
aumentandone la probabilita che sia scelto per la creazione del nuovo stimatore, la
cui varianza viene ridotta.

In particolare, dallo sviluppo

g(X)ﬁl, (43)

B, 9(X0] = [ gt dx = [ 90055 pt) = B, 900 255

p(x)

ne deriva la scelta dello stimatore non distorto
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e di una distribuzione di probabilita p opportuna, in modo che la varianza di g sia

effettivamente ridotta e che

p(x) >0 se g(x)g(x) #0,

affinche ¢ sia ben definito.

Nel contesto discreto in analisi, per ogni iterazione k, il parametro da stima-
re ¢ Vf(w®). Inoltre, considerando il metodo SGD, lo stimatore g, sara de-
finito come , i cui indici sono campionati secondo la distribuzione uniforme
q=(q1,q2,-..,qn) tale che

G = % per ogni indice i € {1,2,...,n}.

Il nuovo stimatore sara costruito attraverso una probabilita di estrarre i campioni

pF = (pf,ph, ..., pk) tale che
pF>0 Vie{l,2,...,n}, Zpi:l
=1

dove la componente i-esima pf rappresenta la probabilita che sia estratto il campione
i. La distribuzione p* funge da importance distribution discreta sugli indici 4
del training set S, analogamente a quanto accade nel caso continuo, permettendo
di campionare con maggiore frequenza i dati pit "significativi" per il gradiente. Si

osservi che la distorsione (bias) dello stimatore viene evitata grazie al peso z%’ ossia
7

1
n}oi-c :

In particolare, il nuovo stimatore non distorto sara

=V fi, (wk) SGD classico
g(wk)) .= " (4.4)
ny; 1/\[ pF ZieNk Vfi(w(k)) SGD con mini-batch
€N Fi

i cui indici sono campionati attraverso la distribuzione importance sampling stessa.

In particolare, il primo sara ottenuto basandosi su quanto affermato nel caso conti-

nuo, mentre il secondo sara adattato attraverso la somma pesata di #V fi, (wik))
i

1 cul pesi sono
k
Y —
g(w®) definito in (4.4) sara il gradiente stocastico per la versione SGD che

utilizza la distribuzione Importance Sampling. E facile dimostrare che si tratta di
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stimatori non distorti di V f(w®)): per il metodo SGD bastera adattare lo sviluppo
(4.3) al caso discreto; la versione mini-batch é conseguenza diretta della media pesata
di stimatori non distorti di V f(w®).

Si consideri il metodo del gradiente stocastico classico. Come dimostrato in [33],
la distribuzione Importance Sampling ottimale, che minimizza la varianza dello

stimatore g(w*)) = #Vfik (w®)), & definita da
G

IV £i(w®)]
2 IV f (w7

soluzione dimostrabile attraverso le condizioni di ottimalita di Karush—Kuhn—Tucker

(pf)" = (4.5)

del problema di minimizzazione

2
min ‘—vz —viw®|| = min v (w12,
min By ||| =5V Ai(w ) = VT (w?) Jin ngznpfu fiw )]
n k =1 n k =1

i=1P; = i=1Pi =

la cui aspettazione dipende dalla distribuzione p* con cui gli indici 7 vengono estratti.

Le due forme sopra indicate sono equivalenti, in quanto vale I'uguaglianza

1 2 1 2
B ||| Vi) = TR [ = || v ®) | ] — VA w )
1 n
=5 2 VAW = [ ()
i=1 i

dove il secondo termine ¢ indipendente dalla scelta di p*.

Tuttavia, questa formula ¢ computazionalmente inefficiente per problemi di
larga scala, in quanto, per ogni iterazione k, ¢ necessario il calcolo dei n gradienti
differenti, Vf;(w®) per i € {1,2,...,n}. Percio, ¢ ragionevole considerare un
nuovo approccio, che aggiorni il valore della norma ||V f;, (w®))|| solo se I'indice i &
estratto nell’iterazione k. In tal caso, si parla di distribuzione Adaptive Importance

Sampling (AIS). Quest’ultima é definita nel seguente modo:

Definizione 4.1.1 Fissata un’iterazione k € {0,1,..., mazit}, la distribuzione
Adaptive Importance Sampling (AIS) p* = (p¥,p5,...,pF), dove lVi-esima com-
ponente rappresenta la probabilita di estrazione del campione i, é definita attraverso

la combinazione convessa
k

2321 - +(1— fk) 1 (4.6)

P = S

m cul
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e &k € [Eminy Emaz) C (0,1) & una sequenza crescente, da Enmin @ Emaz, costruita

come

k k
gk - (]- - . ) gmin + : gmax
maxit maxit

= gmin + (gmax - gmin)

maxit

dove mazit + 1 rappresenta il numero massimo di iterazioni;

o 7% = (a¥ 7k ... 7F) ¢ il vettore contenente le norme dei gradienti calcolati.
Inizializzata come m° = (1,1,...,1), é aggiornata ad ogni iterazione
IV fi(wE)||  sei=ip (risp. i € Ny),
T = Vie{1,2,...,n} (4.7)
k! altriments.

)

nel caso in cui sia estratto un unico indice o un mini-batch N.

La distribuzione di probabilita p* & costruita attraverso la media pesata tra la
distribuzione uniforme e quella ottenuta normalizzando 7*. Siccome la successione
{& }h=0.1...maxit ¢ crescente, p* sara realizzata a partire dalla distribuzione unifor-
me, esplorazione causale degli indici, dando gradualmente pitt importanza all’ap-
prossimazione della distribuzione ottimale ottenuta in modo adattivo tramite
k.

In pratica, la distribuzione AIS assegna una probabilita di campionamento supe-
riore agli elementi ¢ con norma del gradiente V f; elevata. Di conseguenza, in quanto
esempi con costo avente massima pendenza rispetto ai parametri w, si intravede
una potenziale marcata decrescita della loro loss, riducendo significativamente il ri-

schio empirico totale: il modello potrebbe imparare maggiormente da questi errori,

rispetto a campioni gia ben classificati.

4.2 Procedura di Line Search generalizzata per il
Calcolo del Learning Rate
Si consideri la versione mini-batch Ay del metodo SGD, (Sezione[2.3.2), dove

fa, (W) = A Z filw)  con  Np=|Nl|
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Nella Sezione ¢ descritta la procedura di Line Search con regola di sufficiente
decrescita di Armijo, formulata nel caso particolare in cui la direzione di discesa
dr, = —gr(w®)) ¢ esattamente —V fy; (w*)). Tuttavia, modificando la probabilita
di estrazione degli indici, il gradiente stocastico viene modificato.

Si consideri il gradiente stocastico per la versione mini-batch, i cui indici
sono estratti attraverso una nuova distribuzione differente da quella uniforme. La
procedura di Line Search con condizione Armijo per la sufficiente decrescita é
riportata nell’ Algoritmo[j Questo permette di determinare la lunghezza di passo oy,
ad ogni iterazione, diminuendo il costo computazionale necessario per la ricerca degli
iperparametri migliori. Infatti, come affermato nel Capitolo[3, quest’ultimo calcola
ay in modo adattivo, diminuendo la dipendenza delle performance dalla scelta degli

iperparametri, fortemente presente seguendo la legge decrescente (4.2]).

Algorithm 5 Stochastic Line Search Procedure per «y, |10]
Require: ay., > 1,5 € (0,1), € (0,1), v € (0, aiax)’ p* probabilita di estrazione

degli indici.
1: Sipone o = Qupax;
2: Si calcola il gradiente stocastico (4.4))

g > Vfi(w™)
N ien, P N

3: while fy, (w®) —agy) > fay (WH) —7aV fi, (W) g, do
4: a = fBa;
5. end while
6: ap = a;

7: return «.

In particolare, per ogni iterazione k, sara scelta la lunghezza di passo
Q= O‘maxﬁma
dove m ¢ il piu piccolo intero che soddisfa
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DEL GRADIENTE STOCASTICO (SGD-AIS E MINI-BATCH SGD-AIS)

4.3 Estensioni Adaptive Importance Sampling del
Metodo del Gradiente Stocastico (SGD-AIS e
Mini-Batch SGD-AIS)

Dato il problema di minimizzazione (3.1]), una nuova versione del metodo del Gra-
diente Stocastico puo essere ottenuta iterativamente dalla regola di aggiornamento
k1) g (k+1) _ (k)

w ay ge(wW

in cui
e la lunghezza di passo «y é scelta attraverso la procedura di Line Search de-

scritta nella Sezione che garantisce la robustezza del metodo rispetto

alla scelta dei suoi iperparametri iniziali;

e gli indici estratti ad ogni iterazione seguono la distribuzione Adaptive Impor-
tance Sampling (AIS) (4.6)), che, per come & costruita, permette di ridurre la

varianza dello stimatore g,(w®)) di Vf(w(®));

e il gradiente stocastico gi(w*)) ¢ calcolato seguendo la formula (4.4)).

In particolare, in Algorithm|0]¢ riportato lo pseudocodice del metodo SGD in versio-
ne classica e mini-batch con dimensione m fissata, in cui sono compiute le modifiche
precedenti: Mini-Batch SGD-AIS (m # 1) e SGD-AIS (m := 1, che elimina il
ciclo for dello step 2). Scegliere la strategia mini-batch é vantaggioso in quanto &
anch’esso un metodo per ridurre la varianza dello stimatore e, conseguentemente,
permette di migliorare la stabilita della convergenza del metodo, diminuendo il
comportamento oscillatorio della funzione rischio empirico dell’insieme di addestra-
mento. Viceversa, se m := 1, le sue prestazioni saranno fortemente dipendenti dalla

scelta casuale dell’'unico campione, causando maggiori oscillazioni nei risultati.

4.4 Analisi Teorica: Ben Posizione e Risultati di

Convergenza

In questa sezione sono riportati i teoremi relativi alla ben posizione e ad alcuni

risultati del metodo Mini Batch SGD-AIS, in cui il gradiente stocastico & costruito

74
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Algorithm 6 Mini-batch SGD-AIS (SGD-AIS se m = 1) [10]

Require: Numero di iterazioni maxit; numero di indici n; limiti del peso AIS

{&nin, Emax t; dimensione del mini-batch m; lunghezza di passo iniziale «p;

parametri dell’Algoritmo Line Search [5 {cumax, 58,7}

1: Inizializzazione di w®, 7; = 1 per ogni i € {1,...,n}

2: for k=0,1,...,maxit do

Step 1: Aggiornamento della Distribuzione AIS
k
sz - gmin + —(gmax - gmin);

3:
mazxit
4: for z=1,2,...,ndo
5 P = e+ (1 &)
1 z = Skwm —Sk) 5
Zj:l T n
6: end for
Step 2: Selezione del Mini-Batch e Aggiornamento di 7
7 Nk = @;
8: for y=1,2,...,mdo
9: Si seleziona casualmente i; € {1,...,n} secondo la distribuzione p*;
10: Si aggiunge i; a Nj;
11: Si aggiorna m: m;, = ||V fi,(w®)]|;
12: end for
Step 3: Calcolo del Gradiente Stocastico
1 1
13: Sem #£1, g, = —kai(W(k)); sem=1, g, = —kai(W(k));
Step 4: Calcolo del Learning Rate
14: Calcolo di «y, tramite ’Algoritmo Line Search [J
Step 5: Aggiornamento di w*
15: wktl) — w(k) — kg
16: end for
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4.4. ANALISI TEORICA: BEN POSIZIONE E RISULTATI DI CONVERGENZA

attraverso (4.4l

Le dimostrazioni corrispondenti sono presentate in [10].

4.4.1 Assunzioni

Si considerino le assunzioni [3.1.2], [3.1.3] gia presentate nel capitolo precedente. Ad

esse, si aggiungano quelle indicate successivamente.

Assunzione 4.4.1 La sequenza {wy}, C Q C R? ¢ un insieme compatto (equiva-

lentemente, chiuso e limitato).

Assunzione 4.4.2 Si definisca lo scalare
G := max {.rlnax ||Vfl(w)||} ( = |[|[Vi(w)| <G Vie{i=1,2,...,n}Vwe Q)

FEsso é ben definito, ossia G < 400, grazie alla compattezza di ) ed alla continuita
della funzione w — ||V f;(w)|| (Teorema di Weierstrass).

St ipotizzi esistenza di due costanti 6 > 0 e p > 0 tali che valgono le sequenti

disuguaglianze:
RS . I v 2 9
ggg{;;wfi(w)u} > 6G, gég{ﬁ;;(um(w)u — IV W)l } > pG*.

In 33, Assumption 3, Section III|, si afferma che & possibile dimostrare che 1’ Assunzione
¢ verificata se
A
filw) = g(w'x;) + Z[[wl?,

dove g & una funzione loss continua e gli esempi X; seguono una distribuzione

gaussiana o uniforme.

Assunzione 4.4.3 Si considert N > n. Per ogni iterazione k > N, il campio-
ne j € {1,...,n} & presente nelle N estrazioni precedenti compiute sequendo la

distribuzione ottimale @, 08514
VN >n VJ S {1, .. ,n} JE {ik_l,ik_g, - ,ik_N}

dove 1,, rappresenta l’indice estratto all’iterazione m.
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4.4. ANALISI TEORICA: BEN POSIZIONE E RISULTATI DI CONVERGENZA

Questa assunzione garantisce che ogni componente di 7, definito in (4.7)), sia ag-
giornata, considerando N iterazioni consecutive. Inoltre, in |33, Proposition B.1,
Supplementary Material|, si dimostra che questa & verificata con alta probabilita

per N sufficientemente grande, tale che

N > 4nlog (#)

4.4.2 Ben Posizione della Procedura di Line Search

Innanzitutto, si dimostri la ben posizione dell’algoritmo di Line Search con condi-

zione di Armijo [5

Lemma 4.4.4 ( [10, Lemma 1. Sec. 4]) Si consideri l’Assunzione[3.1.3, la pro-
cedura di line search descritta nell’Algoritmo [5, con probabilita di campionamento
Adaptive Importance Sampling p* (@, ¢ ben definita e vale

28(1 = 7)(1 = &mas)

Ly,

0< Gmin S min {amax; } S 6773 S Qmax, (48)

dove

25(1 = 7)(A = Emas) }
Lmax ‘

La dimostrazione di questo lemma ¢ riportata in Appendice[7.6.3

Qpin = mMin {amaX7

4.4.3 Risultati di Convergenza

Riduzione della Varianza dello Stimatore. Innanzitutto, sotto le assunzioni
descritte in precedenza, é possibile dimostrare che la scelta della distribuzione di
probabilita ottimale (4.6]) garantisce la riduzione della varianza dello stimatore gra-
diente stocastico, rispetto al caso classico che presenta la distribuzione uniforme:

Teorema 14.4.5.

Teorema 4.4.5 ( [33, Section III.A]) Sotto le Assunzioni|3.1.3,|4.4.1|4.4.2,|4.4.3,

sia k> N. Se la lunghezza di passo ay € limitato da

(1 - gmam)?)fmin(sﬂ
(1 - 5max)2€mmNLp + fmaxj\[L7

O<ar<a dove @:=
allora vale

1
Var,.,» —kaZ-(W(k)) < Var;y [Vfi(w(k))} —vG?,
np!

7
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4.4. ANALISI TEORICA: BEN POSIZIONE E RISULTATI DI CONVERGENZA

dove U ¢ la distribuzione uniforme su {1,2,...,n} ev € (0,1) ¢ lo scalare

gmaxp - OdLCKkN
(1 - gmax)gé - (1 - fmax)QLOékN.

V=

Ipotesi di Forte Convessita. Grazie al teorema precedente (Teorema ed
all’ipotesi di forte convessita della funzione obiettivo, il Teorema dimostra che
il gap di ottimalita atteso converge R-linearmente ad una costante positiva.

Si ricordino il Descent Lemma , la proprieta di Polyak-Lojasiewicz (@) e

la definizione di forte convessita di una funzione:

Definizione 4.4.6 Sia una funzione f : R? — R. Essa ¢ c-fortemente convessa

se esiste una costante ¢ > 0 tale che
c
f(x1) > f(x2) + V(x2) " (31 — %) + Sllx = Xo|?,  Vxi, x5 € RY
Inoltre, é possibile dimostrare la seguente proprieta:

Proprieta 4.4.7 ( [10, Property 3. Sec.. 4]) Se una funzione f : R? — R ¢
inferiormente limitata da una costante f* e c-fortemente convessa, allora € verificata

la proprieta di Polyak-Lojasiewicz (@), OVVETO
IVf(w)|* > 2¢(f(w) — f*) VweRY
Infine, ricordando il lemma 3.2.10 e la proprieta (4.4.7)), ¢ facile dimostrare:

Proprieta 4.4.8 ( [10, Property 3. Sec. 4]) Sia una funzione f : R? — R tale

che f é c-fortemente convessa e V f é L-Lipschitz continuo; allora,
c< L.

Grazie a questi risultati, ¢ possibile dimostrare il risultato di convergenza per 1'op-
timality gap E[ fwk)y — f*} atteso nel caso di funzioni fortemente convesse:

Teorema [4.4.9

Teorema 4.4.9 ( [10, Theorem 2. Sec. 4]) Date le Assunzioni|3.1.2,|3.1.3,[4.4.1}

e sia {w*) ey la sequenza determinata dall’algoritmo mini-batch SGD-
AIS (Algorithm @, dove ay, € ottenuto attraverso la procedura di line search (Algo-

rithm[5). Supponendo che
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4.4. ANALISI TEORICA: BEN POSIZIONE E RISULTATI DI CONVERGENZA

o f sia c-fortemente convessa;

e il massimo valore assumibile da oy, soddisfi

]E[f(w(@) _ f*} < (1 . Camin)kiNE [f(W(N)) . f*} i Ml — (1 — caminyﬂ*N’

COlmin

S

Omax < @ dove @& := min {@,

Allora vale

dove

Cl/2

M = %(1—@(}2, 0<1—copmm <1,

€ Qmin > 0 € definito come (@

Il Teoremal4.4.9 esige che sia verificata una forte assunzione su ay,.y, difficilmente

realizzabile a causa della sua dipendenza da molte costanti teoriche:

. 1
max < sy 1
(0% min {O& L}

Questa problematica ¢ comune a molti risultati di convergenza per il gradiente
stocastico, come DeepLISA (Sezione[3.2.3).

Inoltre, il Teorema permette di fare alcune considerazioni sul tasso di
convergenza del metodo. In particolare, asintoticamente I’optimality gap € limitato
da una costante M, che impedisce la convergenza a zero, similmente al caso di

metodo SGD con lunghezza di passo fisso:

lim E[f(w®) — f] < M amaxw = M.

k—+o0 CQlmin 2c Qmin

Cio ¢ causato dalla procedura di line search per la determinazione della lunghezza di
passo, che, secondo i risultati teorici di convergenza, risulta essere peggiore rispetto
ad una legge che decresce rapidamente e garantisce la convergenza a zero. Tuttavia,
¢ possibile abbassare tale soglia M sfruttando la sua dipendenza dal fattore auay:
scegliendo uno scalare sufficientemente piccolo, ¢ comunque possibile ridurre il gap,

a discapito della velocita di convergenza effettiva.
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4.4. ANALISI TEORICA: BEN POSIZIONE E RISULTATI DI CONVERGENZA

Caso Non Convesso. Infine, ¢ possibile ottenere un risultato di convergenza
simile per funzioni obiettivo non convesse: la media delle aspettazioni delle norme
al quadrato dei gradienti calcolati per la funzione stessa converge sub-linearmente

ad una costante strettamente positiva.

Teorema 4.4.10 ( [10, Theorem 3. Sec. 4.]) Date le Assunzioni
14.4.1, [4.4.2 e |4.4.3, sia {w®}ren la sequenza ottenuta dall’algoritmo mini-batch

SGD-AIS (Algorithm @, dove ay ¢ determinato con la procedura di line search
(Algorithm [3]). Se si ha

- . ) 1
Omax < @, dove @ := min {d, z}

allora, per ogni K > N,

=

]_ K - N)amax
K

B[Ivswo] < B0 e ) 1 L+ ),

>
Il

0

dove )
(R

Qmin

Analizzando asintoticamente questa disuguaglianza, si ottiene

' 1 K-1
lim ? ;E[HVJ"(W(M)HQ} S Omax

K—+o0

Analogamente le considerazioni fatte per il caso di forte convessita, sia sull’assun-
zione relativa a oy, Sia per la mancata convergenza a zero, in questo caso, della
norma del gradiente. Si osservi che anche in questo caso é possibile controllare

questo limite attraverso una scelta opportuna di o ay.
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Capitolo 5

DeepLISA-LISA: Variazioni su
Dimensione dei Mini-Batch e

Distribuzione di Campionamento

Nel Capitolo [3 si descrive 'algoritmo DeepLISA [4 variante di mini-batch SGD
utilizzata per la risoluzione del problema di minimizzazione . Ad ogni epoca,
insieme di iterazioni successive in cui sono estratti totalmente n indici, esso sfrutta la
classe Pytorch Data Loader, che permette di ridurre al minimo la latenza della GPU,
creando un flusso continuo di dati. In particolare, indicando con N; la dimensione
dei mini-batch scelta per I'epoca t, il training set S sara partizionato in (ﬁﬂ mini-
batch disgiunti a coppie: siano {Ng N1, ... ,./\/;]'_[Nit]_]}, i sottoinsiemi costruiti
da Data Loader per ’epoca t, in cui t € 'indice della prima iterazione per I’epoca

corrente, allora

[%]-1
U

Nepi =S, e N NNy =0, (5.1)
-0

N, ie{l,2,..., %]}

resto di % altrimenti

Newil = (5.2)
per ogni i,j € {0,1,..., {ﬁtw — 1}, con i # j.
In questo scenario, le estrazioni all’interno di un’epoca risultano dipendenti dalle

precedenti, poiché 'assenza di reinserimento vincola la scelta dei campioni successivi.
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Tale approccio si discosta dalle ipotesi teoriche di convergenza, che spesso assumo-
no campionamenti completamente i.i.d. (indipendenti e identicamente distribuiti).
Dunque, diventa interessante valutare se una differente strategia di campionamento
possa influenzare il comportamento del metodo.

Inoltre, I'aggiornamento della dimensione dei mini-batch N; avviene all’inizio di
ogni epoca, secondo la legge predeterminata (3.18)) che garantisce la riduzione della
varianza del gradiente stocastico per ogni sua iterazione.

In particolare, si analizzeranno le seguenti modifiche:

(A) campionamento con reinserimento tra mini-batch: ridurre la dipenden-
za tra iterazioni successive, permettendo la ripetizione di campioni in batch

distinti, pur mantenendo 'unicita degli elementi all’interno dello stesso batch;

(B) aggiornamento della dimensione del mini-batch ad ogni iterazione,

modificando opportunamente la strategia di DeepLISA.

Notazione 5.0.1 Nel sequito, N}, indichera il mini-batch relativo all’iterazione k
nel caso in cui la sua dimensione N; e aggiornata all’inizio di ogni epoca t; al
contrario, se l’aggiornamento avviene puntualmente, esso sara denotato con By, e

By sara la sua dimensione.

Modifica (A). Sia (A’) la procedura standard di costruzione dei mini-batch, pre-
sente in DeepLISA e descritta da (5.1). La modifica (A) introduce il campionamento
con reinserimento degli indici gia utilizzati in mini-batch precedenti. Tuttavia, anche
in questo caso si impone che, all’interno dello stesso mini-batch, gli indici debbano
essere distinti. Percio, siano By, B, ..., B,, i mini-batch generati all’interno della
stessa epoca, il processo di campionamento segue una distribuzione uniforme tale

che

e potrebbe esistere un indice in comune tra mini-batch differenti, ossia

B; N B; # 0 per qualche i # j;

e all'interno di ogni batch B;, gli indici sono estratti uniformemente e senza

ripetizioni.
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Modifica (B). Sia (B’) la regola di aggiornamento della dimensione del mini-

batch, utilizzata all’inizio di ogni epoca t secondo la legge ((3.18))

C
N; := min  Npay; Max — | Ny Vt € N,

6E+ [Ntn—l-‘

dove: {ex}x & una sequenza sommabile, positiva e non crescente; C' > 0 ¢ la costante

che limita la varianza di ogni stimatore V fi(w(k)), per i € Ni; Ny € Nypax Sono
limitazioni inferiori e superiori. Questa € costruita per garantire ad ogni iterazione

che la varianza dello stimatore sia ridotta secondo la disuguaglianza (3.3]), verificata

se la dimensione di ogni mini-batch soddisfa (3.15]), ossia
INe| > — per ogni iterazione k.
€k

Seguendo l'approccio iniziale dell’algoritmo LISA, in cui 'aggiornamento del
batch size avviene ad ogni iterazione attraverso (3.16)), la riduzione della varianza
viene garantita imponendo che la successione sia debolmente crescente

Bk = |79

)

€k

dove, per ogni iterazione k,
e B rappresenta la dimensione scelta per il mini-batch By;

e {c1}r ¢ la stessa sequenza sommabile, positiva e non crescente definita per

I’algoritmo DeepLISA;

Tuttavia, a differenza di LISA (Algorithm E)’l), By, viene determinato modificando
direttamente la legge (3.18)) utilizzata da DeepLISA. In particolare, si definisce

By, := min {nmax; max{ [gw : BO}} Vk € Ny. (5.3)
k

Tale strategia eredita tutti i vantaggi enunciati per DeepLISA.

Innanzitutto, anch’essa garantisce il totale controllo sulla dimensione dei
mini-batch. Infatti, a differenza di LISA, {By}, € deterministica e indipendente
dalla sequenza di indici generata. Dunque, € possibile garantire una lenta crescita

della dimensione del batch, piu graduale rispetto a DeepLISA: fissata un’epoca t,
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Evoluzione della Dimensione del Mini-batch

14001 —— Aggiornamento Puntuale (stile LISA)
—— Aggiornamento per Epoca (stile DeepLISA)
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Figura 5.1: Confronto dell’evoluzione della dimensione dei mini-batch per iterazione: ag-

giornamento puntuale (stile LISA) contro aggiornamento per epoca (stile DeepLISA).

mentre DeepLISA utilizza un’unica dimensione, sufficientemente grande affinché si
verifichi anche per 'ultima iterazione, ma risultando potenzialmente ecces-
siva per quelle precedenti, la modifica (B) introduce un adattamento puntuale che
determina una crescita graduale e ad hoc per ogni iterazione.

Inoltre, questo approccio potrebbe aumentare 'efficienza computazionale di
DeepLISA. Infatti, poiché la dimensione del mini-batch aumenta piu lentamente, il
numero totale dei gradienti da calcolare, uno per campione, sara inferiore rispetto a
DeepLISA, riducendo il tempo di esecuzione delle prime epoche della fase di training,
dove la differenza delle dimensioni ¢ maggiormente evidente. La Figura[5.1mostra la
crescita della dimensione dei mini-batch utilizzata per ogni iterazione, confrontando
Modifica (B) con Modifica (B’).

Infine, dopo opportune modifiche, anch’essa sfruttera la classe Data Loader di
PyTorch per la creazione dei mini-batch. Attraverso la sua natura multiprocessing
(parametro ‘num__ workers’ maggiore di 0), & possibile parallelizzare la preparazione
dei mini-batch sulla CPU, garantendo un flusso di dati continuo verso la GPU e, di
conseguenza, riducendo i suoi tempi di inattivita. In questo caso, al fine di creare
ogni mini-batch, sara aggiornata la dimensione Bj richiesta e saranno campionati

uniformemente i corrispondenti indici senza reinserimento.
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5.1. VARIANTI DEL METODO DEEPLISA

L’implementazione di questa variante viene effettuata considerando un unico
Data Loader PyTorch, in grado di generare una successione di mini-batch {81, Bs, ..., Bk },

dove K ¢ il numero di iterazioni complessive, tali che:
e sia rispettata una tra le Modifiche (A) e (A’);
e ogni mini-batch B abbia dimensione By, ottenuta attraverso la legge (/5.3)).

Questo ¢ possibile grazie alla determinazione a priori di {By}g, indipendente da
risultati ottenuti durante il processo.

Algorithm [g formalizza lo pseudocodice per DeepLISA con Aggiornamento
Puntuale del Batch Size.

5.1 Varianti del metodo DeepLISA

Di seguito sono riportate alcune varianti di DeepLISA (Algorithm @), metodi del
Gradiente Stocastico dotati di Line Search Procedure che differiscono dall’algoritmo

originale secondo le modifiche dichiarate in precedenza.

5.1.1 DeepLISA con Mini-Batch Non Disgiunti

Innanzitutto, si consideri ’algoritmo DeepLISA dotato di Modifica (A) sulla distri-
buzione di campionamento degli indici. In questo caso, lo pseudocodice ¢ analogo
a quello proposto per DeepLISA (Algorithm E{), con regola di aggiornamento della
dimensione dei mini-batch per epoca ([3.18)) (condizione (B’)). Tuttavia, la sua imple-
mentazione prevede una modifica del campionatore (Batch Sampler PyTorch), che
sostituisce la classica partizione degli indici {1,2,...,n} allinterno di Data Loader.

Per ogni epoca t, il nuovo campionatore genera [lw gruppi di indici di dimensione

Ny
(5.2), in cui

e ogni gruppo ¢ estratto uniformemente senza ripetizioni interne;

e l'estrazione di ogni gruppo ¢ indipendente dalle altre.

Per emulare Data Loader standard, che considera esattamente n indici in un’epoca,
I'ultimo batch avra cardinalita pari al resto della divisione ﬁt, se questo ¢ maggiore

di zero (parametro 'drop last impostato come ’False’).
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5.1. VARIANTI DEL METODO DEEPLISA

Lo pseudocodice di questa prima variante ¢ presentato in Algorithm 10,

5.1.2 DeepLISA con Aggiornamento Puntuale del Batch Size

In questa seconda variante, si applica la Modifica (B) descritta nel paragrafo pre-
cedente. A differenza della versione originale, ’algoritmo non attende il termine
dell’epoca per modificare la dimensione dei mini-batch, ma esegue un aggiornamen-
to dinamico di B, ad ogni iterazione k. Questo approccio permette un aumento
graduale del carico computazionale, garantendo che la condizione di riduzione del-
la varianza sia soddisfatta con la minima dimensione di batch necessaria in ogni
istante.

L’implementazione di questa variante viene effettuata considerando un unico Da-
ta Loader PyTorch, in grado di generare una successione di mini-batch {By, Bs, ..., Bk},
dove K é il numero di iterazioni complessive. Questi sono costruiti attraverso una
sequenza di partizioni del training set S, in modo tale che, analogamente al Data
Loader standard, gli indici di una stessa epoca saranno estratti casualmente senza
reinserimento. Una volta terminati gli elementi di una partizione, si dara inizio
all’epoca successiva, generandone una differente. In particolare, il Batch Sampler

Py'Torch corrispondente compie le seguenti operazioni:
e Fase 1. Si genera una permutazione P(S) dell’insieme di indici {1,2,...,n};
e Fase 2. Ad ogni iterazione, si calcola la dimensione By, del mini-batch, il quale

viene costruito attraverso gli indici dalla partizione non ancora utilizzati; se la

quantita disponibile € troppo piccola, si ripete la Fase 1.

Questa procedura ¢ formalizzata in Algorithm[§ dove, per semplicita, si fara riferi-
mento all’opzione ’drop last’ impostata su "True’.

La seconda variante di DeepLISA, dotata di modifica (B), é descritta in Algori-
thm [9, combinato con il Data Loader Algorithm [§

5.1.3 DeepLISA con Mini-Batch Indipendenti e Aggiorna-

mento Puntuale del Batch Size

L’ultima variante analizzata nasce dalla combinazione delle due strategie precedente-

mente descritte, integrando sia la Modifica (A) sulla distribuzione di campionamen-

86



5.1. VARIANTI DEL METODO DEEPLISA

to, sia la Modifica (B) relativa all’aggiornamento della dimensione dei mini-batch.
La prima scelta permette di avvicinarsi maggiormente all’ipotesi di indipendenza sta-
tistica (i.i.d.), eliminando I'utilizzo di partizioni del training set, mentre la seconda
dovrebbe migliorare il tempo di esecuzione.

Dal punto di vista implementativo, si definira un unico Data Loader che non
utilizzera pin le permutazioni degli indici (Fase 1 della variante precedente). Al

contrario, il suo Batch Sampler eseguira i seguenti passaggi, per ogni iterazione k:
1. calcolo della dimensione puntuale B;, secondo la legge (5.3));

2. estrazione uniforme di By, indici distinti appartenenti a {1,2,... n}, indipen-

dentemente dalle estrazioni effettuate nelle iterazioni precedenti.

Lo pseudocodice che formalizza questo procedimento ¢ riportato in Algorithm [7
Esso, verra utilizzato all’interno di Algorithm [9 per la costruzione di questa terza

variante.

Algorithm 7 Data Loader PyTorch per DeepLISA con Mini-Batch Indipendenti e

Aggiornamento Puntuale del Batch Size

Require: Numero totale di iterazioni K; training set S; {ex}xr successione

sommabile, positiva, non crescente; C' > 0; vincoli per il batch size { By, Tmax }-

1: for k=1,2,..., K do

2: Calcolo di By, dimensione per il mini-batch By:
. C
B, = min { Nyay; max —|; By ;
Ek
3: Estrazione By indici distinti, estratti uniformemente da {1,2,...,n}, dove
n=|Sl;
4: Creazione di By, attraverso gli indici estratti.
5: end for

6: return By, Bs,..., Bx
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5.1. VARIANTI DEL METODO DEEPLISA

Algorithm 8 Data Loader PyTorch per DeepLLISA con aggiornamento puntuale del

batch size

Require: Numero totale di iterazioni K; training set S; {ex}r successione

sommabile, positiva, non crescente; C' > 0; vincoli per il batch size { By, Nmax } -

Fase 1: Inizializzazione della Sequenza di Indici

1: Si genera una permutazione P(S) dell’insieme di indici {1,2,...,n};

Fase 2: Creazione dei Mini-Batch

2: for k=1,2,..., K do

3: Calcolo di By, dimensione per il mini-batch By:
C
B, = min {nmax;max{ {——‘ ; BO}} ;
€k
4: if By > |P(S)| then > Se i campioni residui sono insufficienti

Fase 1: Inizializzazione della Sequenza di Indici
5: Reinizializzazione della permutazione P(S) (nuova epoca);

6: end if

7: Estrazione di By, dai primi By, indici di P(S);
8:  P(S) = rimozione da P(S) dei By, indici utilizzati.
9: end for

10: return By, Bs,..., Bx
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5.1. VARIANTI DEL METODO DEEPLISA

Algorithm 9 Varianti 2, 3: Algoritmo DeepLISA con Aggiornamento Puntuale

della Dimensione dei Mini-Batch

Require: K > 0, numero totale di iterazioni, ny., > 0, w® e R? 0 < By < n,
0 < min < @p < Omax, B, 02 € (0,1), v > 0, M > 0, una sequenza positiva e

sommabile {&;}ren, C >0, t = 0.

Step 1: Creazione dei Mini-Batch Size

1: Generazione dei K mini-batch attraverso

- Algorithm [§, se Modifica (A’) — variante 2, DeepLISA con

Aggiornamento Puntuale del Batch Size;

- Algorithm @ se Modifica (A) — variante 3, DeepLISA con Mini-Batch

Indipendenti e Aggiornamento Puntuale del Batch Size.

2: for k=1,2,..., K do
3: Si sceglie il mini-batch By, di cardinalita By.

4: Si calcola fz, (w*)) e il gradiente stocastico V fg, (w®);

Step 2: Line Search Procedure per la Scelta del Learning Rate

5: Si calcola w = w¥) — a, V 5, (wH));

6: while g, (W) > maxXo<j<min{r,m} f5,_, (WE=D) = ya |V 5, (w2 do
& ay = PBay

8: end while

Step 3: Aggiornamento per I’Iterazione Successiva

9: Si pone

(k+1) W

- Y

. 6773
Q41 = 1IN {amam max (6_7 amin) } .
2

w

10: end for
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Algorithm 10 Variante 1: Algoritmo DeepLLISA con Mini-Batch Non Disgiunti

Require: T > 0, npax > 0, w9 € RY 0 < Ny <1, 0 < Qmin < 0 < Omaxs

B,8, € (0,1), v > 0, M > 0, una sequenza positiva e sommabile {&j}ren,
C>0,t=0.

1: fort=1,2,...,T do

Step 1: Scelta della Dimensione e Creazione dei Mini-Batch Size

2: Scelta di N; come
C
N; = min { Npyax; Max — | Ny ;
€. [_n
+[Nt—1w
3: Generazione [Nij mini-batch di dimensione N;, secondo la Modifica (A);
4: fork:f,...,f+{ﬁj—1do
5: Si sceglie il mini-batch N}, di cardinalita N;.
6: Si calcola fu; (w®)) e il gradiente stocastico V fu; (w*));
Step 2: Line Search Procedure per la Scelta del Learning Rate
7 Si calcola w = w¥) — ;, V fr (w®));
8: while fa, (W) > maxo<jcmingr,a fae (W) =70 ||V fa (w®)[* do
9: ap = ﬁak
10: end while
Step 3: Aggiornamento per I’Iterazione Successiva
11: Porre
w D — .
R )
Q1 = MIN < Qax, Max | —, Qmin | ¢ -
Do
12: end for
13: Aggiornamento del numero di iterazioni totali ¢ = k + 1.
14: end for

90



5.2. ANALISI DEI RISULTATI

5.2 Analisi dei Risultati

Impostazioni Base dei Modelli. Le varianti proposte in precedenza sono con-
frontate con l'algoritmo DeepLISA originale, attraverso l'analisi delle prestazioni
ottenute sul dataset di letteratura CIFARI(E]. Questo problema su larga scala di
classificazione multiclasse di immagini viene affrontato attraverso la rete neurale Re-
sNet18, descritta nella Sezione [I.2.3 Siccome 'architettura originale & progettata
per immagini di dimensione 224 x 224 x 3, é necessario apportare alcune modifiche

per adattarla al caso 32 x 32 x 3 di CIFARI10, proposte dall’articolo [13]:
- rimozione del primo strato di Max-Pooling;

- riduzione del primo strato convoluzionale: da 64 filtri 7 x 7 e stride 2, a 64

filtri 3 x 3 con stride pari a 1.

Inoltre, a causa del grande numero di parametri da addestrare, pari a 11169162, ¢

necessario adottare alcune strategie per prevenire l'overfitting del processo |13]:
- aggiunta del parametro di regolarizzazione Ly, con termine A :=5-107%;

- applicazione di tecniche di Data Augmentation sulle immagini (Random Oriz-

zontal Flip, Random Crop e Normalizzazione).

Infine, é stata rimossa la Batch-Normalization.

Gli iperparametri utilizzati per tutti i metodi, derivanti dal fine-tuning di [13],
saranno: C = 10, g, = 0.9995%, 3 = 0.5, 3y = %, Q) =Quax =1, M =1, yv=1ce
Ny = By = 32.

Strategia di Confronto dei Risultati. Per misurare la stabilita del metodo,
ogni processo € stato ripetuto 5 volte sul test set, variando il seme che rende deter-
ministica la stocasticita del processo. Per ogni epoca, i risultati saranno visualizzati

attraverso

e la media m delle accuratezze ottenute;

M dataset CIFAR10 |20] contiene immagini 32 x 32 in scala RGB (3 canali), suddivise in 10
classi. Esso é costituito da 60000 immagini: 50000 campioni per l'insieme di addestramento;

10000 campioni per I'insieme di test.
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e la banda della deviazione standard o, rappresentata dall’intervallo

[m — o, m + o], che serve per visualizzare la dispersione dei risultati.

L’ampiezza della banda permette di misurare la stabilita del metodo: minore sara
la dispersione, maggiore sara la stabilita del metodo, il quale risulta capace di for-
nire prestazioni tendenzialmente analoghe, indipendentemente dalla stocasticita del
processo, ossia dalla modifica dei seed.

Le accuratezze saranno confrontate rispetto al tempo di esecuzione, in quanto

questo permette di valutare contemporaneamente due aspetti fondamentali:

e efficienza del traffico di memoria, che rappresenta I'impatto della quantita

di volte in cui si accede al dataset all’interno della GPU;

e velocita di esecuzione, che mostra il risparmio computazionale dato dal
calcolo dei gradienti su un numero minore di dati per ogni iterazione delle

varianti con aggiornamento puntuale del batch size.

Per I'algoritmo DeepLISA originale e la sua variante con mini-batch non disgiunti
(Modifica (A), Algorithm saranno considerate 50 epoche, che corrispondono a
9562 iterazioni per le varianti con aggiornamento puntuale della dimensione del
mini-batch (Modifica (B), Algorithm [9). Siccome queste ultime non presentano il
concetto di epoca come partizione del dataset, si é scelto di valutare le prestazioni
sul test set nelle iterazioni corrispondenti a quelle dei test nei metodi precedenti,
per garantire la confrontabilita rispetto al numero di iterazioni.

Gli esperimenti di questo capitolo sono stati eseguiti su un sistema avente CPU
Intel i7-12700K (20 core), 32 GB di RAM e una GPU NVIDIA GeForce RTX 3060
Ti.

Le analisi svolte sono strutturate attraverso tre differenti paragrafi:

1. approfondimento sulla differenza temporale data dalla strategia di aggiorna-

mento della dimensione del mini-batch size;

2. confronto delle accuratezze medie, con banda relativa alla deviazione standard,

rispetto alle epoche considerate;

3. medesimo confronto rispetto al tempo medio di esecuzione sulle cinque ripeti-

zioni dei processi.
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Analisi del Tempo Computazionale per Epoca (Modifica (B) contro Modi-
fica (B’)). Innanzitutto, sono stati analizzati i tempi di esecuzione per le prime 50
epoche, confrontando 'algoritmo DeepLISA classico (Modifica (B’)) con la seconda
variante, avente aggiornamento puntuale della dimensione del mini-batch (Modifica
(B), stile LISA), descritta in Sezione [5.1.2).

La Figura conferma ’aumento dell’efficienza computazionale preven-
tivato, dato dall’approccio in stile LISA (Modifica (B)). Nonostante 'utilizzo di
batch di piccole dimensioni aumenti tipicamente il numero di accessi al dataset in
memoria, e dunque il tempo di esecuzione legato a questa operazione [13|, 1’algo-
ritmo proposto mantiene inalterato il numero di iterazioni totali per "epoca', i cui
campioni non ricoprono tutto il dataset. Quindi, il risparmio temporale & dato dal
minor numero di campioni processati durante il backward pass. Infatti, poiché la
dimensione del mini-batch cresce piu lentamente rispetto al metodo classico (Figura
5.1), il numero totale di gradienti da calcolare ¢ inferiore, soprattutto nelle prime
epoche, dove in effetti si riscontra un beneficio maggiore (Figura [5.2a)).

Tuttavia, considerando le prime 50 epoche, si osserva che il miglioramento medio,
calcolato su 5 seed, & di soli 62.83 secondi, come riportato in Tabella [I.1]

Infine, si osservi che tale riduzione ¢ dovuta unicamente alla scelta di conside-
rare le epoche dettate dallo stesso numero di iterazioni di DeepLISA e non all’ini-
zializzazione di un unico Data Loader, ulteriore modifica apportata sulle varianti
aventi Modifica (B). Infatti, come evidenziato nella Figura [5.2H, escludendo i tempi

di inizializzazione dall’algoritmo DeepLISA, il suo tempo computazionale rimane

invariato.
Metodo Tempo Medio (s) Dev. Std (s) Risparmio (s)
DeepLISA 1381.29 6.93 -
LISA (Variante 2) 1318.46 5.90 62.83

Tabella 5.1: Confronto dei tempi di esecuzione medi su 50 epoche, ripetute con 5 semi
differenti. Il risparmio é calcolato come differenza temporale tra la versione originale e la

variante LISA.
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(a) Confronto DeepLISA vs LISA. (b) Impatto del DataLoader in DeepLISA.

Figura 5.2: Analisi dei tempi di esecuzione per epoca: (a) risparmio del tempo di esecuzione
della strategia LISA (aggiornamento puntuale della dimensione del mini-batch) rispetto
a DeepLISA (aggiornamento per epoca della dimensione del mini-batch); (b) verifica del

tempo necessario per l'inizializzazione dei Data Loader.

Analisi delle Accuratezze per Epoca. Siccome le varianti di DeepLISA con
aggiornamento puntuale della dimensione del mini-batch (Modifica (B)) sono costi-
tuite da epoche aventi meno indici rispetto alla cardinalita del training set, ¢ ne-
cessario stabilire quanto cio influenzi le prestazioni finali per ogni epoca. Essa
¢ rappresentata dallo stesso numero di iterazioni compiute dall’algoritmo originale.
Analogamente, ¢ significativo osservare il comportamento ottenuto dall’eliminazione
della dipendenza delle estrazioni, se appartenenti a batch differenti (Modifica (A)).

Osservando le Figure[5.34] - [5.3H - [5.3d, si pud notare che le prestazioni seguono

tendenzialmente I'andamento ottenuto dall’algoritmo originale. Di conseguenza, le
Modifiche (A)-(B) non peggiorano, né migliorano, le prestazioni del modello in modo
evidente. In particolare, pur non considerando tutte le informazioni del training set,
un numero inferiore di campioni per iterazione, tipico delle varianti di tipo LISA, é
comunque sufficiente per ottenere le stesse buone prestazioni (F igure - .
Inoltre, é possibile analizzare la stabilita delle varianti di DeepLISA attra-
verso I'ampiezza della banda determinata dalla deviazione standard. Innanzitutto,
si consideri la variante DeepLISA in cui i batch non sono disgiunti (Modifica (A)).
Dalla Figura [5.3a] si nota che la sua varianza & molto ridotta nelle prime epoche.

Tuttavia, sono le varianti stile LISA che garantiscono una stabilita maggiore per

I'intero processo (Figure -15.3d).
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Figura 5.3: Analisi dell’accuratezza (%) media per epoca con bande di deviazione standard.

I dati sono stati ottenuti attraverso la ripetizione degli algoritmi con 5 semi differenti.
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Figura 5.4: Analisi dell’accuratezza (%) media per tempo medio di esecuzione, con bande

di deviazione standard. I dati sono stati ottenuti attraverso la ripetizione degli algoritmi

con & semi differenti.
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Infine, si analizzi il comportamento oscillatorio delle accuratezze. In gene-
rale, le varianti LISA tendono ad avere meno oscillazioni dell’accuratezza rispetto a
DeepLISA, soprattutto nelle epoche in cui la crescita diventa ridotta (Figure
-[5-3d). Dunque, in qualsiasi epoca avvenga l'arresto, & garantito ottenere risultati
simili a quelli delle epoche vicine. In forma meno evidente, anche la prima variante

sembra avere meno oscillazioni nella fase di crescita dell’accuratezza (Figura|5.3d).

Analisi delle Accuratezze per Tempo Computazionale. Infine, per confron-
tare la bonta dei metodi, ¢ necessario analizzare le prestazioni degli algoritmi
rispetto al tempo di esecuzione. Siccome i tempi per iterazione di uno stes-
so algoritmo sono molti simili tra loro, per ogni epoca sara considerato il tempo
medio di esecuzione delle 5 ripetizioni eseguite. Inoltre, ricordando che le varianti
di DeepLISA con Modifica (B) sono piu veloci, saranno valutate 9645 iterazioni,
equivalenti a 51 epoche, ottenendo lo stesso intervallo temporale degli altri metodi.

Come dichiarato in precedenza, la bonta delle varianti di DeepLISA & confron-
tabile con quella dell’algoritmo originale. Dunque, osservando le Figure[5.4H - [5.4d,
¢ evidente che la velocita della strategia LISA giochi un ruolo fondamentale nelle
prestazioni dei metodi. Infatti, grazie al risparmio temporale iniziale ed alla loro
stabilita nelle oscillazioni, hanno prestazioni iniziali migliori. Tuttavia, nelle fasi
finali, ¢ evidente che solo la seconda variante, con mini-batch disgiunti tra loro,
eguagli DeepLISA nei risultati. Attraverso il confronto diretto, presentato in Figura
[5.4d, ¢ possibile stabilire che 'aggiornamento puntuale della dimensione del batch
avente Modifica (A’), ossia campionamento senza reinserimento, ¢ tendenzialmente
migliore in tutto il processo. Dunque, utilizzando meno campioni per iterazione, &
necessario disporre del maggior numero di informazioni possibili, distinte tra loro.

Al contrario, questa differenza non ¢ percepita tra i metodi con Modifica (B’),
in cui per ogni epoca sono presenti n indici (Figura . Inoltre, siccome tem-
poralmente simili, non ¢ presente alcun miglioramento dettato dalla velocita per
epoca.

Infine, & possibile confrontare le accuratezze medie di ogni metodo proposto
all’interno di questo capitolo (Figura[5.4f): mediamente la strategia LISA (Modifica

(A’)-(B) ) garantisce risultati migliori, mentre 'algoritmo DeepLISA accresce la
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propria bonta solo successivamente. Tuttavia, quest’ultimo ¢ 1'unico in grado di

toccare punti leggermente superiori di accuratezza nelle epoche finali.
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Capitolo 6

Algoritmo DeepLISA con
Distribuzione Adaptive Importance

Sampling

Ricordando le tecniche di riduzione della varianza alla base degli algoritmi DeepLISA
(Capitolo|3) e Mini-Batch SGD-AIS (Capitolo , é possibile sviluppare un metodo

ibrido, che sfrutti entrambe le strategie.

6.1 Algoritmo DeepLISA-AIS e Pseudocodice

L’algoritmo DeepLISA-AIS ¢ un metodo del Gradiente Stocastico (versione Mini-
Batch) sviluppato per risolvere il problema di minimizzazione del rischio empirico
(formulazione[3.1)), eventualmente regolarizzato, per la ricerca dei parametri ottimali
dei modelli di Deep Learning. La regola di aggiornamento iterativo che permette di

generare la sequenza di parametri del modello {w®}, sara

k+1) k)

w = w® — aggn, (wh)

dove, fissata l'iterazione k € Ny, —gpn, (w(k)) rappresenta lo stimatore della dire-
zione di discesa —V f(w®)). Esso agisce sulla varianza di gy, (w®) attraverso due

strategie che intervengono su due aspetti differenti della sua costruzione:
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1. la crescita progressiva della dimensione del mini-batch, aumentando la
quantita di informazioni utilizzate per gy, (w®)) (riduzione quantitativa della

varianza);

2. fissata una dimensione del mini-batch, scegliere i campioni migliori attraver-
so una distribuzione di campionamento non uniforme, che approssima
quella ottimale per la minimizzazione della varianza stessa nel caso di un sin-
golo campione, come affermato nel Teorema , (riduzione qualitativa della

varianza).

L’azione combinata di questi due metodi permette una riduzione progressiva della
varianza dello stimatore di DeepLISA-AIS.

In particolare, questo metodo ¢ sviluppato in modo tale che

e N, € S ¢ un sottoinsieme di campioni estratti dal training set S, secondo

la distribuzione Adaptive Importance Sampling p* (Sezione legge
4.0));
e N, cardinalita dell'insieme N}, sara costruita attraverso la strategia di aggior-

namento ad ogni epoca descritta in DeepLISA (Sezione legge );

e il learning rate ay € uno scalare positivo scelto attraverso la procedura di
Line Search con Regola di Backtracking di Armijo, adattata al caso in

cui lestrazione degli indici non avviene uniformemente (Sezione [4.2);

e fy. : R? — R rappresenta il rischio empirico costruito su N, eventualmente

regolarizzato,

falw) = 3 3 lw <p falw) = 3 3 filw —||w||2>

zENk zENk

il cui gradiente stocastico, stimatore non distorto di V. f(w*), segue la

formulazione (4.4)), i.e.

(k)
g (W) =
* nZZGNk p; i€N

S > VA

n EzENk b; =

L’algoritmo DeepLISA-AIS ¢é formalizzato attraverso lo pseudocodice Algorithm
spiegato nel dettaglio successivamente. E stata omessa la regolarizzazione, che

tuttavia puo essere facilmente aggiunta.
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Aggiornamento Dinamico della Dimensione dei Mini-Batch. Come affer-
mato in precedenza, l'algoritmo si basa sulla strategia di aggiornamento del mini-
batch approfondita in Sezione [3.3 Seguendo il ragionamento della sezione, si de-
finisce un’epoca t come la sequenza di iterazioni successive in cui si accede ad n
n

campioni del training set S, dove n = |S|. Per ogni epoca t, si costruiscono LEJ

mini-batch (Step 3) aventi dimensione fissata IV
{-/\/’fa-/\/;f_—&-la <o 7-/\/;5_+|_Nltj—l}>

dove ¢ ¢ il numero di iterazioni compiute prima dell’epoca t e corrisponde all’indice
del suo primo mini-batch. A differenza di DeepLISA, i loro campioni non saranno
estratti uniformemente, ma seguiranno per ogni iterazione la distribuzione Adaptive
Importance Sampling (4.6]) corrente: rispettivamente

{pf,pm, o ,pMNLtJ_l}.
Per semplicita, nel caso in cui il training set S non sia perfettamente divisibile in
mini-batch di dimensione Ny, si € deciso di eliminare 'ultimo sottoinsieme incom-

n

pleto dell’epoca. Dunque, saranno costruiti LEJ mini-batch. Nell’implementazione

standard di un Data Loader, questo corrispondera all’impostazione
‘drop _last = True’.

Coerentemente con la Sezione la regola per 'aggiornamento dinamico

della dimensione del mini-batch del metodo DeepLISA-AIS (Step 1) sara

C
N; = min { Npax; Max — | Ny Vvt € N. (6.1)

€ n
t+[Nt71-‘
dove Ny e npyax, vincolo di memoria a disposizione del calcolatore, sono rispettiva-

mente il limite inferiore e superiore di N,. Pur non essendo garantita la riduzione
progressiva della varianza

Var,. [gNk (w(k))}
come nel caso di distribuzione uniforme, in cui si verifica la disuguaglianza [3.11],
intuitivamente, I’aumento della quantita di informazioni utilizzate per il gradiente
stocastico dovrebbe portare comunque ad un miglioramento dello stimatore. All’in-
terno della Sezione ¢ stato verificato sperimentalmente sul dataset CIFARI0

che cid permette di ottenere prestazioni iniziali migliori.
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Distribuzione AIS per la Costruzione dei Mini-Batch. Per ogni iterazione
compiuta dall’algoritmo, il mini-batch N} corrispondente sara ottenuto attraver-
so il campionamento di {1,2,...,n} secondo una particolare densita di probabili-
ta che approssima la distribuzione Importance Sampling (Step 3): distribuzione
Adaptive Importance Sampling (AIS) p*, aggiornata ad ogni passo seguendo
la Definizione (Step 2).

Essa é definita come una combinazione convessa tra la distribuzione uniforme e
la distribuzione basata sulla norma dei gradienti, divisi per campione. All’aumen-
tare delle iterazioni compiute, quest’ultima assume un peso crescente grazie ad &,
permettendo all’algoritmo di passare da una fase iniziale di esplorazione uniforme a
una fase di campionamento mirata sugli esempi pit informativi. Per questi ultimi,
la massima pendenza di f;(w), misura dell’errore compiuto dal modello, & elevata.
Dunque, si puo sperare di apprendere maggiormente da questi campioni, in quan-
to piccole variazioni sui parametri potrebbero diminuire significativamente il costo
fi(w) e, conseguentemente, il rischio empirico relativo a S.

Affinché lo stimatore della direzione di discesa sia non distorto rispetto alla nuova
distribuzione, il gradiente stocastico assume forma (4.4)), che si ricordi essere

i (W) = e S VAWY)  (Step 4).
ieN;, Pi €N

Si osservi che la procedura di aggiornamento di p* richiede la conoscenza a priori
dell’indice maxit relativo all’ultima iterazione compiuta dall’algoritmo, ricordan-
do che gli indici delle iterazioni sono numerati da 0 a maxit. Sebbene 1’algoritmo
sia scandito dalle epoche, maxit risulta deterministico e facilmente calcolabile gra-
zie alla predeterminazione della sequenza {N;}_, delle dimensioni utilizzate per i
mini-batch, vantaggio gia dichiarato per il metodo DeepLISA. L’ Algoritmo|[11] é svi-
luppato per calcolare maxit, simulando la costruzione dei mini-batch per ogni epoca

e conteggiando il numero di iterazioni previste.

Line Search Procedure per il Calcolo del Learning Rate. Infine, per ogni
iterazione k, la lunghezza di passo «; ¢ determinata attraverso la procedura di Line
Search con Backtracking di Armijo, descritta nella Sezione per il caso in cui la

direzione di discesa non corrisponde a =V fi, (w). Essa ¢ presentata in Algorithm
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[3 ed ¢ utilizzata all'interno dello Step 5 dell’algoritmo DeepLISA-AIS (Algorithm

.
Tuttavia, integrando la ricerca della lunghezza di passo all’algoritmo DeepLLISA

originale, si & scelto di inizializzare ayyq per la procedura di Line Search (Step 6)

initialization . A
ak—‘,—l = min {amaxa max <B_’ amin) } )
2

dove 3, € (0,1) garantisce che ajrifilization > o, Questa scelta permette di assecon-

secondo la formula

dare ’andamento decrescente del learning rate, tentando un incremento all’inizio di
ogni iterazione, qualora la condizione backtracking di Armijo risulti soddisfatta.
Come osservato nei capitoli precedenti, la procedura Line Search adattiva confe-
risce robustezza al modello rispetto alle altre strategie per la scelta del learning
rate. Infatti, questo approccio diminuisce drasticamente la dipendenza delle presta-
zioni dalla scelta dei relativi iperparametri e, conseguentemente, il tempo necessario

per il fine-tuning.

Algorithm 11 Algoritmo per il Calcolo di maxit

Require: numero di epoche T' > 0; n = |S|; No, max € N t.c. Ny < Npax; C > 0;

{€k }x, successione sommabile, non crescente, positiva.

: £ := 0 (indice dell’iterazione corrente per Sezione[7.3);

—_

2: num__ batches := 0, inizializzata per il conteggio del numero di batch costruiti;
3 fort=1,2,...,T do

Scelta della Dimensione dei Mini-Batch

4: N; = min { Npax; Max EL Ny ;
e
Aggiornamento del numero di Mini-Batch
5: num_batches = num_batches + LN%J > equivalente a drop last = True
6: end for
7: maxit = num_batches — 1 > indice dell’ultimo mini-batch
8: return maxit
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Algorithm 12 Algoritmo DeepLISA-AIS

Require: T > 0; w® e R%: n = IS|; No,max € N t.c. Ny < npax; sequenza positiva e

sommabile {ex }ren; C > 0; ¢ = 0; limiti del peso AIS {&min, Emax }; @o t.¢. 0 < Qpin <
ap < Qmax; parametri {min, Omax, 5, 52,77} con v € (0, ﬁ), B, B2 € (0,1).
. Inizializzazione di w(®, 7; = 1 per ogni i € {1,...,n}
: Calcolo del numero totale di iterazioni maxit (Algorithm [11));
fort=1,2,...,7T do
Step 1: Scelta della Dimensione dei Mini-Batch

4: Scelta di Ny come N; = min {nmax; max{ {—E ¢ w No}} ;
ol

5: for k=t ..., t+ L%J —1do > equivalente a drop last = True

Step 2: Aggiornamento della Distribuzione AIS
6: ke = Emin + m(fmax — &min);
7: for z=1,2,...,ndo
5 M= e (1 60

: Zj:l 5 n

9: end for

Step 3: Selezione del Mini-Batch e Aggiornamento di 7
10 N = 0;
11: for j=1,2,...,N, do
12: Si seleziona casualmente i; € {1,...,n} secondo la distribuzione p;
13: Si aggiunge i; a Ny;
14: Si aggiorna m: m;, = ||V f;, (w®)]];
15: end for

Step 4: Calcolo del Gradiente Stocastico
16: Si calcola fr (W) e gy, (wh)) = ;k >iens Vfi(w®)

n Y ien; i ’

Step 5: Line Search Procedure per la Scelta del Learning Rate
17: while fy, (W® —a,V fr (W) > fas (W) —1aV f, (W) Tg, do
18: a = Pay,
19: end while

Step 6: Aggiornamento per I’'Iterazione Successiva
20: wkth) = wk) _ apV fa, (Ww): gy = min {amax, max (%, amin> }
21: end for
22: Aggiornamento del numero di iterazioni totali ¢ = k + 1.
23: end for
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6.2 Implementazione PyTorch e Analisi degli Svan-

taggi Computazionali

L’implementazione di DeepLISA-AIS ¢ stata realizzata in ambiente PyTorch |26], so-
litamente utilizzato nel contesto del Deep Learning. Il lavoro ha previsto I'estensione
del codice originale dell’algoritmo dell’algoritmo DeepLISA (Algorithm[4), fornitomi
dagli autori di [13]. La sua struttura si basa sulla coordinazione tra due componenti

principali:

e la classe Trainer gestisce l'intero processo del metodo, alternando le fasi di

addestramento (forward pass, backward pass e utilizzo dell’Optimizer, descritti

in Sezione|1.2.1)) e di test;

e la classe Interpol, chiamata Optimizer, che rappresenta il metodo SGD, in-
tegrando la procedura di Line Search, ’aggiornamento dei parametri e I'ini-
zializzazione della lunghezza di passo per l'iterazione successiva (Step 5, Step

6).

6.2.1 Data Loader ed Inattivita della GPU

La prima modifica fondamentale riguarda il campionamento dei mini-batch di di-
mensione N; per ogni epoca t fissata (Step 3). Siccome la distribuzione Adaptive
Importance Sampling p* viene modificata ad ogni iterazione e dipende dai risul-
tati dei processi precedenti, cioé non € predeterminata, é necessario costruire un
Batch Sampler PyTorch dinamico. A differenza del campionatore standard,
esso non memorizza una versione statica della distribuzione di probabilita, ma crea

LN%J mini-batch secondo la seguente procedura:

e Passo 1. si richiede la distribuzione AIS corrente, salvata all’interno di una

variabile in Trainer;

e Passo 2. si estrae un nuovo mini-batch attraverso Weighted Random Sampler

PyTorch con reinserimento, secondo i pesi dati dalla distribuzione AIS.

La prima operazione ¢ facilmente ottenibile attraverso un funzione definita all’inter-

no della classe Trainer, che restituisce la distribuzione AIS corrente:
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def get_distribution_AIS(self):

Restituisce il tensore distribution_AIS per il Batch Sampler dinamico.

return self.distribution_AIS

Il Batch Sampler dinamico avra in input la funzione self.get distribution AIS,
che sara richiamata ad ogni iterazione per ottenere sempre l'ultima versione della
distribuzione AIS.

Il Batch Sampler definito in precedenza viene impiegato all’interno di un Data
Loader PyTorch per la generazione dei mini-batch. Tuttavia, siccome la distribu-
zione AIS é strettamente dipendente dagli esiti delle iterazioni precedenti e sog-
getta a continui aggiornamenti, non é piu possibile sfruttare la sua natura multi-
processing, impostando il parametro 'num_workers’ maggiore di 0. Infatti, at-
traverso questa modalita, la parallelizzazione sulla CPU preparerebbe i batch in
anticipo, basandosi pero su una versione della distribuzione non ancora aggiorna-
ta dallo Step 3. Dunque, ¢ indispensabile impostare num workers=0". In questo
modo, le operazioni per la creazione di un batch avvengono solo nel momento del-
I'estrazione effettiva dal Datal.oader, garantendo I'impiego della distribuzione AIS
pitt recente. Tuttavia, questa scelta determina un rallentamento significativo del
processo, poiché introduce una latenza nel caricamento dei dati che aumenta il
tempo di inattivita della GPU, la quale deve attendere il batch dalla CPU per

compiere le operazioni richieste.

6.2.2 Gradienti per Campione, Saturazione della Memoria e

Tempo Computazionale
Considerando il training set S avente cardinalita n, il fulcro dell’implementazione
della distribuzione AIS consiste nella scelta della strategia di calcolo dei gradienti

della funzione loss rispetto ai parametri del modello w*), distinguendo i contributi

dei singoli campioni di §. Questi sono fondamentali per I'aggiornamento del tensore

7= [IVAGWE) IV LW, [V fa(wl) | € R
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tale che ||V f;(w!¥))|| rappresenti la norma della funzione loss calcolata per il campio-
ne i-esimo di S, aggiornata per 'ultima volta durante l'iterazione k;, che puo essere
differente per componenti differenti (Step 3). In particolare, per ogni mini-batch N

estratto dal Data Loader saranno calcolati {V fi(W(k))} e, successivamente, le

ieN;
loro norme, prima di procedere con la retropropagazione ofel gradiente (backward
pass) e I'aggiornamento del vettore di parametri w(*),

Tuttavia, la memorizzazione dei gradienti individuali rappresenta il principale
collo di bottiglia del metodo in termini di utilizzo di memoria. Si consideri
una qualsiasi iterazione k. Mentre in un addestramento standard dei metodi SGD
la memoria GPU richiesta per i gradienti é costante e pari a d, dove d ¢ il numero
dei parametri del modello considerato (memorizzazione di V fy, (w¥)) attraverso il

backward pass), per la versione AIS & necessaria la memorizzazione di un tensore di

dimensione [Ny| x d, della forma

af; (wk) T
V i (W) e
v fi, (w) afi(wh))
Mgradients = f2< ) € R‘Nled dove sz (W(k)) - 37.1)2 € R?
k fi(wk)
V i (W) #
e {i1,%2,...,0n,|} rappresentano gli indici che costituiscono il mini-batch N, se-

guendo 'ordine di estrazione.

Si osservi che, a causa della crescita progressiva della dimensione dei mini-batch
|Nk| imposta dalla legge , la necessita di spazio in memoria aumenta significa-
tivamente, proporzionalmente al valore elevato che d puo assumere (ad esempio, nel
caso di ResNet18 si ha che d = 11169 162).

Un’ulteriore problematica riscontrata riguarda 'inefficienza computaziona-
le del calcolo dei gradienti per campione {V fi(W(k))}i N Infatti, 'ambiente
PyTorch non ¢ progettato per calcolare il gradiente per campione della funzione loss:
applicando la funzione .backward() sul tensore [fil (W), fi, (W), i, (wk) ],
sara restituito esclusivamente ) ;- Vi, f;(w®)) per ogni parametro w, al fine di ri-
sparmiare memoria accumulando i gradienti durante la retropropagazione invece che
memorizzare l'intera matrice inutilmente. Per ovviare a questo problema, PyTorch
propone differenti approcci che svolgono quanto richiesto, questi sono stati sviluppa-

ti seguendo cio che é riportato all’interno della documentazione [415], con opportune
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modifiche che si adattano alla necessita. In particolare, sono state testate tre dif-
ferenti librerie, al fine di scegliere quale di queste & piu rapida per le operazioni

richieste:

e la funzione PyTorch autograd.grad richiede che le operazioni siano svolte
sequenzialmente su ogni campione ¢ € N, calcolando singolarmente fi(w('“))
ed utilizzando autograd.grad per ottenere il tensore V fi(w¥)). Nonostante
questa strategia sia vantaggiosa in termini di memoria, in quanto permette
di calcolare le norme individualmente senza dover allocare l'intera matrice
Mgy adients, il suo tempo di esecuzione risulta proibitivo, poiché esclude la pos-
sibilita di parallelizzazione sulla GPU, ripetendo il procedimento |Nj| volte

per ogni iterazione.

e lalibreria functorch [17), ora integrata in PyTorch tramite il modulo torch.func
[3], consente la parallelizzazione delle operazioni, compiendole contempora-
neamente su tutti i dati di NV} tramite la vettorializzazione del gradiente della
funzione loss. Dunque, V f;(w*)) viene calcolato parallelamente per ogni cam-
pione 7 in N, (input). Tuttavia, il limite principale dell’approccio é che I'intera

matrice Mgyadients deve essere memorizzata.

e la libreria Opacus [32] introduce una nuova strategia, chiamata Fast Gra-
dient Clipping [4], che permette di ricavare direttamente la norma ||V f;(w®)]|
calcolando le norme al quadrato per ogni strato, i.e. ||V, f;(w®)||?, ed accu-

mulandole [30]. Cio evita la memorizzazione di Mgadients Della sua interezza,

ma necessita comunque di spazio disponibile per la sua architettura. Inoltre,
la libreria impone due rigidi obblighi: non tutti gli strati sono supportati; non
devono essere presenti operazioni in-place per ottenere le predizioni attraverso

il modello e per il calcolo della loss corrispondente.

Per scegliere quale approccio € migliore per DeepLISA-AIS, esso € stato imple-
mentato considerando le tre varianti ed é stato applicato per 'addestramento della
ResNet18 sul dataset CIFAR10. Le modifiche apportate a questa rete neurale sono
riportate in Sezione [5.2
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Efficienza Computazionale: DeepLISA vs Strategie AlS
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Figura 6.1: Tempo computazionale di DeepLISA-AIS per epoca, confrontando le strategie
autograd.grad, functorch e Opacus per il calcolo dei gradienti per campione. Per comple-

tezza, € riportato anche il tempo impiegato da DeepLISA.

Si osservi che, in questo specifico caso, gli strati presenti sono supportati da Opa-
cus. Tuttavia, & stato necessario modificare i suoi Basic Blocksﬂ in modo tale che le
operazioni degli strati non fossero in-place. Inoltre per ridurre il problema della limi-
tatezza della memoria a disposizione (errore Out of Memory, OOM) per functorch
e Opacus ¢ stato necessario suddividere i mini-batch attraverso sottoinsiemi di 50
campioniEL aumentando cosi il tempo dovuto alla parallelizzazione frammentata di
N. Questo permette di memorizzare solo una sottomatrice di Mgpadients alla volta,
dalla quale sono calcolate subito dopo le norme.

Dall’analisi sperimentale, riportata in Figura |6.1, si osserva come |’approccio
basato su functorch risulti il piu efficiente, mantenendo tempi per epoca ridotti e
simili nonostante 'incremento progressivo di Vg, e dunque 'aumento di sottoinsie-
mi del mini-batch di 50 campioni. Al contrario, autograd.grad mostra una crescita

dei tempi insostenibile. Infine, Opacus presenta un tempo di esecuzione in costante

1'Un Basic Block ¢ una classe PyTorch che compie le operazioni di un "blocco" di strati di una
rete neurale, determinata dalla loro concatenazione. Essi compongono le Residual Networks e la

loro implementazione, che subisce una modifica da in-place ad out-of-place, & consultabile in [6].
2Scelta vincolata, dalle risorse hardware disponibili, in particolare dalla memoria della GPU, in

un sistema dotato di CPU Intel i7-12700K (20 core), 32 GB di RAM e GPU NVIDIA GeForce
RTX 3060 Ti.

109



6.2. IMPLEMENTAZIONE PYTORCH E ANALISI DEGLI SVANTAGGI
COMPUTAZIONALI

crescita, probabilmente causato dalla frammentazione del mini-batch in un numero
sempre maggiore sottogruppi. L’ipotesi é che il costo per un solo passo di backward
di Opacus sia costante, indipendentemente dal numero di esempi presenti al suo in-
terno, mentre il tempo di functorch potrebbe dipendere solo dal numero di campioni
considerati, il quale & costante e pari a n per ogni epoca. Come affermato in [5],
la singola operazione di Opacus dovrebbe essere pitl veloce rispetto a functorch.
Dunque, il numero di ripetizioni della singola operazione ¢ determinante. Inoltre,
nonostante la suddivisione del mini-batch, la libreria Opacus non é stata in grado di
concludere le epoche prefissate, arrestandosi alla quindicesima a causa dell’insuffi-
ciente spazio in memoria (errore OOM). Queste considerazioni giustificano la scelta
di utilizzare functorch per 'implementazione.

Si osservi che, confrontando il tempo computazionale per DeepLISA-AIS con
functorch e quello speso per DeepLISA (Algorithm , il primo impiega circa un
minuto in pit per ogni epoca (Figura .

Infine, si osservi che, per aggiornare le componenti ||V f;(w®)]|| di 7 nelle posizio-
ni corrette, ossia rispettando I'ordine di campionamento di N}, ¢ stata implementata
una personalizzazione della classe Dataset PyTorch in modo tale che sia restituita

la terna (tensore campioni, tensore dei target, tensore degli indici dei campioni).

6.2.3 Implementazione del Gradiente Stocastico

Un’ultima considerazione riguarda il calcolo del gradiente stocastico

1
(k)y —
gn (W) = —=——

Cosi come per l'algoritmo DeepLISA, sara sfruttata I'operazione .backward() su

P () = 2 3 Aw ),

k =
che permette di calcolare

Vi (W) = ﬁ >V iw®),

1€EN}
Dunque, ogni componente di quest’ultimo dovra essere moltiplicato per il fattore
[NVl
n Zie/\fk pf 7

al fine di ricavare gy, (w(®).

110



6.3. ANALISI DELLE PRESTAZIONI DEL METODO

6.3 Analisi delle Prestazioni del Metodo

In questa sezione é riportata 'analisi delle prestazioni dell’algoritmo DeepLISA-
AIS, con 30 e 60 epoche, a confronto con il metodo DeepLISA, considerando fino
a 100 epoche. Anche in questo caso, il modello scelto per l'addestramento é la
Residual Network di 18 strati, descritta in Sezione[I.2.3 Su di essa, sono apportate
le modifiche dichiarate nella Sezione per adattare il modello al problema di
overfitting ed alla classificazione multiclasse del dataset CIFARIO (immagini 32 X
32 x 3).

Gli esperimenti di questo capitolo sono stati eseguiti su un sistema avente CPU
Intel i7-12700K (20 core), 32 GB di RAM e una GPU NVIDIA GeForce RTX 3060 Ti.
I risultati sono riportati in Figura[6.2 Inoltre, la Tabella analizza le differenze

temporali dei due algoritmi confrontati.

Epoche | DeepLISA DeepLISA-AIS | Differenza per Epoca

30 838.74 s 2404.64 s 93.15 s
60 1693.83 s 4762.52 s 51.62 s
100 2799.64 s - -

Tabella 6.1: Confronto dei tempi computazionali (in secondi) di DeepLISA e DeepLISA-
AIS, per 30, 60 e 100 epoche. Siccome i tempi per epoca presentano circa la stessa distanza,

in "Differenza per Epoca" sara riportata la media della loro differenza durante il processo.

Accuratezza per Epoca. La Figura permette di confrontare 1’evoluzione
dell’accuratezza dei metodi rispetto al numero di iterazioni compiute, per un mas-
simo di 60 epoche totali. E evidente che, nelle fasi iniziali, la strategia Adaptive
Importance Sampling apporta un notevole beneficio: la selezione mirata di esempi
con maggiore contenuto informativo si rivela piu efficace di un’estrazione casuale
ed eterogenea dal grande insieme di addestramento. Tuttavia, al raggiungimento
di livelli di accuratezza elevati, la gerarchia tende ad invertirsi: mentre 1’algoritmo
DeepLISA-AIS (60 epoche) stabilizza le proprie prestazioni entro il piccolo intervallo
[87.6%,87.9%]|, DeepLISA riesce a superare tale soglia, raggiungendo fino all’89.0%

di accuratezza nelle stesse epoche. Tale risultato suggerisce che, dopo un iniziale
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Figura 6.2: Confronto tra i metodi DeepLISA e DeepLISA-AILS rispetto ad accuratezza (%)
e tempo computazionale (secondi). Risultati ottenuti sul dataset CIFAR10.
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vantaggio nella scelta ragionata dei campioni, questi non sono piu in grado di gui-
dare verso un miglioramento. Al contrario, nel tempo, la scelta casuale si rivela
migliore. Dunque, nasce 'idea dei cosiddetti metodi ibridi, descritti in Sezione[7.3,
per usufruire dei benefici di entrambi i metodi.

Inoltre, 'algoritmo DeepLISA-AIS ottiene prestazioni iniziali migliori se utiliz-
zato su meno iterazioni. Infatti, se ripetuto su 30 epoche, esso presenta tendenzial-
mente prestazioni migliori rispetto al medesimo sviluppato su 60 epoche. Inoltre,
limitando la strategia AIS a 30 epoche, le sue accuratezze finali sono contenute

nell’intervallo [87.5, 88.0].

Stabilita Temporale dei Metodi. Osservando la Figura [6.24], ¢ possibile ana-
lizzare la stabilita dei metodi considerati. Durante l'intero processo, 'algoritmo
DeepLISA-AIS presenta oscillazioni significativamente ridotte rispetto a DeepLlI-
SA. Dunque, in termini applicativi, esso é considerato piu affidabile, in quanto,
fissata un’epoca di arresto, si avra un’alta probabilita di ottenere valide prestazio-
ni, minimizzando il rischio di concludere il processo in un punto di minimo locale
dell’accuratezza.

Questo comportamento é giustificato dallo scopo della strategia AIS: ridurre
maggiormente la varianza dello stimatore rispetto all’utilizzo della distribuzione
uniforme, caratteristica di DeepLISA, rendendolo dunque maggiormente simile alla

massima direzione di discesa deterministica —V f(w(*)).

Accuratezza per Tempo Computazionale. Purtroppo, dalla Figura [6.2b] si
evince che il tempo computazionale riservato al calcolo dei gradienti per campione
rende nullo il beneficio iniziale generato dalla strategia AIS nelle prime epoche.
Tramite una scelta casuale, 1’algoritmo DeepLISA raggiunge velocemente cio che
DeepLISA-AIS ottiene in un tempo elevato, seguendo una scelta ragionata.
Osservando la Tabella[6.1], data la rapidita del primo metodo, per ottenere un’a-
nalisi sullo stesso intervallo di tempo, sono state considerate 100 sue epoche, tempo-
ralmente simili a 30 epoche di DeepLISA-AIS. La possibilita di compiere un numero
molto maggiore di iterazioni, permette a DeepLISA di stabilizzare le proprie pre-
stazioni ad una soglia ancora pin elevata, all'interno dell’intervallo [88.6%, 89.6%],

aumentando il gap con la soglia che DeepLISA-AIS non ¢ in grado di oltrepassare.
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Accuratezza (%)
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Figura 6.3: Confronto delle prestazioni ottenute attraverso Mini-Batch SGD-AIS, con di-
mensione del mini-batch pari a 32, DeepLISA, DeepLISA-AIS e una delle sue varianti,

descritta nella presentata in Sezione come Setting B.

In effetti, dalla Figura[6.2d e dai risultati della Tabella [6.1], si nota che ad ogni
epoca il calcolo dei gradienti per campione impiega circa 50 secondi, i quali, ac-
cumulandosi, costituiscono un problema non trascurabile. Dunque, all’interno del
capitolo successivo saranno sviluppate alcune varianti con lo scopo di ridurre questo

tempo computazionale.

Confronto delle Prestazioni con Mini-Batch SGD-AIS. Infine, si é deciso di
confrontare le prestazioni del metodo DeepLISA-AIS con il caso in cui la dimensione
del mini-batch ¢ fissata, descritto nel Capitolo[4 Dalla Figura[6.3 si deduce che
I’aumento progressivo della dimensione del mini-batch incentiva la strategia AIS
ad ottenere risultati iniziali nettamente migliori. Al contrario, nelle ultime venti
epoche utilizzare un mini-batch di dimensioni ridotte ha portato ad un’accuratezza
paragonabile a quella di DeepLISA, che tuttavia pud essere superata attraverso

alcune delle varianti sviluppate nel Capitolo[7

Impostazione degli Iperparametri del Modello. Gli iperparametri utilizzati
per l'algoritmo DeepLISA deriva dal fine-tuning dell’articolo [13]. In particolare,
essi sono: C = 10, g, = 0.9995%, 3 = 0.5, By = %, Qg = Quax =1, M =1, Ny=32 ¢
Nmax = H000.

Gli stessi iperparametri sono stati utilizzati per 'implementazione di DeepLISA-

AIS, ad eccezione di 7. Infatti, esso ¢ utilizzato all’interno della regola di Backtrac-
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Figura 6.4: Box plot della distribuzione AILS: frequenza dei valori che la distribuzione as-

sume durante il processo DeepLISA-AIS sul dataset CIFARI10.
king di Armijo

I (W — Y g (W) < fan (W) =70V fi, (w®) Ty,
1

————. Inoltre, ad esso si
k )
n ZiENk p;

dove viene moltiplicato per il fattore di g, i.e.

aggiungono due nuovi iperparametri: &nin € Emax-
In particolare, considerando un insieme di validazione pari al 10% del training
set, sono state confrontate le prestazioni del modello per differenti valori. Fissato

Enin := 0.3, gli iperparametri ottenuti dal processo di fine-tuning sono

0.5 se 30 epoche;
v :=0.15; &pax =
0.8 se 60 epoche.

6.4 Analisi dell’Evoluzione del Metodo e della Di-
stribuzione AIS

Dati i promettenti risultati ottenuti dall’algoritmo DeepLISA-AIS, é utile indagare
sulla dinamica operativa della strategia AIS, la quale permette di ottenere un rapido
miglioramento in poche iterazioni, attraverso una scelta ragionata dei campioni. Lo
scopo di questa sezione é analizzare il comportamento della procedura rispetto al
dataset CIFARI10 nell’arco di trenta epoche di addestramento.

La Figural6.4 rappresenta 'andamento dei valori assunti dalla distribuzione AIS

durante il processo. Essa mostra come la distribuzione di probabilita si discosti
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progressivamente dalla distribuzione uniforme, costituita da valori pari a 2 - 107°.
Con lo scorrere delle epoche si verificano due differenti fenomeni: oltre il 75% degli
esempi ha probabilita di essere campionata sempre pitl piccola, discostandosi mag-
giormente dal valore uniforme; avviene un allungamento della "coda" destra del box
plot. Di conseguenza, un numero ridotto di campioni (meno del 25%) acquisisce
pesi sempre pitt grandi, aumentando la frequenza con cui questi vengono selezionati
per la costruzione dei mini-batch. Probabilmente, questa dinamica ¢ legata alla ri-
duzione di un numero sempre pitt grande delle componenti di 7, vettore delle norme
dei gradienti della loss per campione, oltre all’aumento di importanza attribuito alla
distribuzione AIS stessa rispetto a quella uniforme.

Per come la distribuzione € costruita, gli esempi pitt estratti saranno quelli in cui €
possibile ottenere una maggiore decrescita dell’errore attraverso piccoli spostamenti
dei parametri. Intuitivamente, esempi in cui si compie un errore minimo, potrebbero
avere possibilita inferiore di decrescita locale, lasciando spazio principalmente al
campionamento di dati su cui si sbaglia maggiormente.

Tale affermazione trova riscontro sperimentalmente. Innanzitutto, si osservi la
frequenza delle classi estratte allinterno di alcune epoche (Figura . Confron-
tando questo andamento con lo sviluppo delle prestazioni del modello sull’insieme
di addestramento, di cui sono riportati i risultati dopo la prima e 1'ultima epoca
(Figura , si nota come il campionamento insista sulle classi la cui accuratezza
¢ effettivamente inferiore. In particolare, all’interno dell’insieme di addestramento,
diventano sempre piu presenti le classi ‘gatto’, ‘cane’ e "uccello’: ad esempio, du-
rante tutto il processo, il modello tende a scambiare spesso le classi ‘gatto’ e ‘cane’,
mentre la classe 'uccello’ ¢ principalmente confusa come ’aereo’. Viceversa, le clas-
si meno selezionate sono quelle aventi accuratezza maggiore (‘automobile’, 'nave’,
‘camion’).

Si analizzi ora la distribuzione di campionamento ottenuta al termine delle trenta
epoche, mostrata in parte in Figura[6.7 Considerando i 7500 esempi con probabi-
lita pit bassa di essere selezionati e la loro appartenenza alle classi (Figura ,
¢ evidente la dominanza dei mezzi di trasporto (‘nave’, ’automobile’ e ’camion’),
che coincidono con la classi maggiormente indovinate durante tutto il processo. In

particolare, selezionando le 50 immagini con meno probabilita di essere scelte, tra le
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Figura 6.5: Fvoluzione della frequenza di campionamento per classe durante l’addestra-

mento su CIFAR10. Sono riportate le epoche 0, 9, 19 e 29.
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Figura 6.6: Accuratezza per classe e matrice di confusione risultante dalla classificazione
dell’insieme di addestramento dopo la prima e lultima epoca, rispettivamente epoca 0 ed

epoca 29.
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Figura 6.7: Istogramma della frequenza dei valori all’interno della distribuzione AILS al ter-
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alla soglia 0.00021.
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Figura 6.8: Numero di campioni divisi per classe con valori pit alti o pit bassi della

probabilita di campionamento al termine della trentesima epoca.
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quali quelle riportate in Figura[6.9, si nota una prevalenza di veicoli e, in generale,
soggetti tendenzialmente ben visibili e non disposti frontalmente.

Al contrario, si considerino le immagini appartenenti alla "coda" della distri-
buzione (Figura . La Figura mostra una forte presenza di classi che sono
maggiormente sbagliate dal modello. In Figura sono riportati alcuni esempi
rappresentativi: immagini ingrandite, con soggetti poco chiari o colori che si di-
scostano dalla consuetudine (ad esempio, una nave in giardino, dove lo sfondo si

discosta dai colori marini convenzionali).

Classe 7 (cavallo) Classe 6 (rana) Classe 1 (automobile) Classe 1 (automobile) Classe 8 (nave)
i m .

Figura 6.9: Esempi visivi di immagini CIFAR10 con probabilita di campionamento bassa.

Classe 5 (cane)

Classe 3 (gatto)

Classe 0 (aereo) Classe 8 (nave) Classe 3 (gatto)

Figura 6.10: Esempi visivi di immagini CIFAR10 con probabilita di campionamento alta.

Per completezza, in Figura [6.11] sono riportati i risultati della classificazione
sul test set alla fine della prima e dell’ultima epoca. Questi presentano le stesse

problematiche della classificazione dell’insieme di addestramento.
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Figura 6.11: Accuratezza per classe e matrice di confusione risultante dalla classificazione

dell’insieme di test dopo la prima e lultima epoca, rispettivamente epoca 0 ed epoca 29.
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Capitolo 7

Varianti del Metodo DeepLISA-AIS

I risultati dell’algoritmo DeepLISA-AIS evidenziano due differenti problematiche
nelle sue prestazioni: da una parte, la lentezza delle iterazioni rovina le prestazio-
ni dell’algoritmo; dall’altra, ’accuratezza arresta la propria crescita ad una soglia
inferiore rispetto all’algoritmo DeepLISA. In questo capitolo, sono riportate alcune
varianti di DeepLISA-AIS, sviluppate nella speranza di superare, almeno in parte,

tali limitazioni.

7.1 DeepLISA-AIS con Aggiornamento per Epoca
della Distribuzione AIS

Innanzitutto, al fine di sfruttare la natura multi-processing della classe Datal.oader
di PyTorch, si é deciso di aggiornare la distribuzione Adaptive Importance Sampling
p! unicamente all’inizio di ogni epoca t. Nonostante non venga eliminato il calcolo dei
gradienti per campione, operazione molto costosa, ¢ possibile impostare il parametro
‘num_ workers’= 2, per garantire un flusso continuo di dati all’interno della GPU
e diminuire la sua inattivita. Infatti, i mini-batch saranno creati parallelamente
all’interno della CPU, senza attendere che questi siano richiesti dall’utente.

Lo pseudocodice che formalizza questo processo ¢ mostrato in Algorithm [13
DeepLISA-AIS con Aggiornamento per Epoca della Distribuzione AIS.
In tal caso, I'aggiornamento del peso &, utilizzato per il calcolo della distribuzione
AIS, dipendera dal numero di epoche compiute, una per ogni distribuzione differente

nel processo. In particolare, all’interno dello Step 1, esso sara calcolato come

gt = gmin + %(gmax - gmin) vVt € {1,2, .. T}
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7.1. DEEPLISA-AIS CON AGGIORNAMENTO PER EPOCA DELLA
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Algorithm 13 Variante DeepLISA-AIS: Aggiornamento di p' per Epoca

Require: 7 > 0; w(®© € R% n = |S|; Ny, max € N t.c. Ny < nimay; sequenza positiva e

sommabile {ex tren; C > 0; t = 0; limiti del peso AIS {&min, Emax }; @o t.¢. 0 < Qmin <

g < Omax; par&metri {amina Omax, 57627'7} con 7y € (O L)7 67 62 S (07 1)

? Qmax

. Inizializzazione di w(®, 7; = 1 per ogni i € {1,...,n}

fort=1,2,...,T do

Step 1: Aggiornamento della Distribuzione AIS

3: & = Emin + %(fmax — &min);
4: for =1,2,...,ndo
I SRRk
6: end for
Step 2: Scelta della Dimensione dei Mini-Batch
7: Scelta di Ny come N; = min {nmax; max{ {—8 ¢ w No}} ;
z{ Nt"_J

8: fork=t,....t+ L%J —1do > equivalente a drop last = True

Step 3: Selezione del Mini-Batch e Aggiornamento di 7
9: N, =0;
10: for j=1,2,...,N; do
11: Si seleziona casualmente i; € {1,...,n} secondo la distribuzione p;
12: Si aggiunge i; a Nj;
13: Si aggiorna m: m;, = ||V f;, (w®)]];
14: end for

Step 4: Calcolo del Gradiente Stocastico
15: Si calcola fr, (W) e gy, (wh)) = ;t Siens. Vfi(wh)

n Zie./\/'k p; F

Step 5: Line Search Procedure per la Scelta del Learning Rate
16: while fy, (W® —a,V fr, (W) > fay (W) —1aV fa, (W) Tg, do
17: ap = Bayg
18: end while

Step 6: Aggiornamento per I'Iterazione Successiva
19: wkth = wh) — 0, V fre (W) agp = min {amax, max (%, amm) }
20: end for
21: Aggiornamento del numero di iterazioni totali ¢ = k + 1.
22: end for
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7.2 LISA-AIS: DeepLISA-AIS con Calcolo Puntua-
le del Batch Size

Seguendo il ragionamento sviluppato nel Capitolo[j, & possibile aggiornare la dimen-
sione dei mini-batch all’inizio di ogni iterazione k, secondo la formula (5.3)), che si
ricordi essere

N}, := min {nmax; max{ {g-‘ ; No}} VEk € N, (7.1)

€k

dove {ex}r € la stessa sequenza sommabile, positiva e non crescente definita per
lalgoritmo DeepLISA. DeepLISA-AIS con aggiornamento puntuale del mini-batch
size sara chiamato come algotitmo LISA-AIS, in quanto 'idea deriva dalla fusione
dell’algoritmo LISA e della sua variante DeepLISA.

Non essendo vincolata da un vero e proprio concetto di epoca, cosi come nel
Capitolo [J], si sceglie di testare il modello nelle stesse iterazioni di DeepLISA-AIS.
Affinché questo sia possibile, si ¢ deciso di introdurre un’ulteriore successione {n;},

che, avendo la stessa legge di DeepLISA-AIS (6.1)) per aggiornamento del mini-

C
Ny = Min { Nax; Max — | Ny vVt € N, (7.2)

o[z

scandisce le epoche considerate attraverso L%J mini-batch per epoca.

Grazie alla formula ([7.1)), a parita di numero di iterazioni, LISA-AIS considerera

meno esempi rispetto all’algoritmo originale, riducendo il tempo computazionale

legato al lento calcolo dei gradienti per campione. Questa differenza sara evidente
soprattutto nelle prime fasi di addestramento, in cui il divario del numero di esempi
sara maggiore (Figura[5.)).

Algorithm formalizza il metodo descritto in precedenza. Data la scelta di
individuare le epoche attraverso la dimensione , a parita di epoche, il numero
complessivo di iterazioni coincide con quello di DeepLISA-AIS. Dunque, anche in

questo caso sara considerato Algorithm [11]

124
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SIZE

Algorithm 14 Algoritmo LISA-AIS (calcolo puntuale del mini-batch size)

Require: T > 0; w(® € R%: n = |S|; No, nmax € N t.c. Ny < Nimax; sequenza positiva e

sommabile {eg tren; C > 0; t = 0; limiti del peso AIS {&min, Emax }; @0 t.¢. 0 < Qmin <

ap < Qmax; parametri {amina Omax, ﬁaﬁ%’y} con vy € (O L)7 B, B2 € (0’ 1)'

? Qmax

. Inizializzazione di w(®, m; = 1 per ognii € {1,...,n}

Calcolo del numero totale di iterazioni maxit (Algorithm [11));

3: fort=1,2,...,T do
4: n; = min {nmax; max{ |V—E c “ NO}} ;
]
5: for k=t,...,t+ L%J —1do > equivalente a drop last = True
Step 1: Scelta della Dimensione dei Mini-Batch
6: Scelta di N;, come N = min {nmax; max{ {%-‘ : NO}} :
Step 2: Aggi]?rnamento della Distribuzione AIS
T: §k = Emin + m(fmax — &min);
8: for z=1,2,...,ndo
9: = e (1 &)
Zj:l T n
10: end for
Step 3: Selezione del Mini-Batch e Aggiornamento di 7
11: N = 0;
12: for j=1,2,..., Ny do
13: Si seleziona casualmente i; € {1,...,n} secondo la distribuzione p;
14: Si aggiunge i; a N, e si aggiorna 7: m;, = ||V f;,(w®)]];
15: end for
Step 4: Calcolo del Gradiente Stocastico
16: Si calcola frr, (W) e gp, (W) = ;k >ien. Vi(wh)
n Zie./\/'k p; ;
Step 5: Line Search Procedure per la Scelta del Learning Rate
17 while fu, (W® —a,V fr, (W) > fay (W) —1aV fa, (W) Tg, do
18: o = Bayg
19: end while
Step 6: Aggiornamento per I’'Iterazione Successiva
20: wkth = wh) — 0, V fre (W) apyp = min {amax, max (%, amm) }
21: end for
22: Aggiornamento del numero di iterazioni totali ¢ = k + 1.
23: end for
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7.3 DeepLISA e DeepLISA-AIS: Alternanza dei Me-
todi

Un terzo tentativo pud essere un metodo ibrido basato sull’alternanza di DeepLI-
SA e della sua variante DeepLISA-AIS. Nonostante non segua la distribuzione di
campionamento ottimale (distribuzione AIS), DeepLISA permette di abbattere sen-
sibilmente i tempi di esecuzione, aumentando in poco tempo il numero di iterazioni
compiute. Inoltre, si ipotizza un possibile miglioramento alternando fasi di esplo-
razione dei dati (campionamento uniforme) e fasi che si focalizzano sui campioni
in grado di dare un maggior contributo alla discesa del rischio empirico (campiona-
mento AIS): reinizializzazioni periodiche della distribuzione evitano che il metodo
si concentri eccessivamente sugli stessi campioni. Il periodo esplorativo pud avveni-
re sia attraverso DeepLISA classico, sia reinizializzando 1’algoritmo DeepLISA-AIS,
in cui il passaggio da campionamento uniforme a distribuzione ottimale diventa

graduale.

7.3.1 Metodo Ibrido tra DeepLISA e DeepLISA-AIS

Algorithm [15] offre un esempio di implementazione di questa strategia ibrida: fis-
sato il numero di epoche per ciascun metodo (Tpr, e Tazs), anche nullo se questo non
viene utilizzato, é possibile alternarli, fino a che una certa condizione di arresto non é
soddisfatta. Ad esempio, si pud imporre una soglia 7' come limite superiore per il nu-
mero di epoche totali. Si osservi che i parametri fissati, tra cui {umin, Omax, 3, 52, 7}

possono essere distinti per le due strategie.

7.3.2 Metodo Ibrido con Accumulo delle Norme dei Gradienti

Lo stesso 'algoritmo DeepLISA pud essere fonte di informazioni sulla rilevanza dei
campioni. Infatti, grazie all’operazione .backward() sul rischio empirico del mini-

batch corrente, i.e.

P ) = 2 3 AW ),

iENg
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azione gia compiuta dall’algoritmo per calcolare il gradiente stocastico, ¢ possibile

ricavare la sua norma

Z V fi(w

attraverso uno sforzo computazionale aggiuntivo estremamente ridotto.

V _

Sebbene i contributi dei singoli campioni (||V f;(w*)||) non siano isolati, il ter-
mine H Yien: V fi(w(k))H permette di valutare complessivamente la rilevanza infor-
mativa del mini-batch, attraverso un tempo di esecuzione quasi nullo. Dividendo il
risultato per |Ng|, si ottiene un contributo approssimativo dei singoli dati in N

Queste informazioni possono essere accumulate durante 1’esecuzione delle itera-
zioni di DeepLISA ed utilizzate come inizializzazione del tensore 7, indicata con
7%, In tal modo, la distribuzione Adaptive Importance Sampling generata al-
la prima iterazione di DeepLISA-AIS, non sard uniforme, ma riflettera lo storico
dei gradienti osservati in DeepLISA opportunamente normalizzato, ossia ﬁ
Al termine delle epoche dell’algoritmo, la componente j-esima di 7° ¢& otte_nuta

attraverso la formula

[en]

2= 5 (el S e ) o
keZ; i€Ng

dove Z; rappresenta l'insieme degli indici delle iterazioni di DeepLISA in cui il
campione j viene selezionato.

Questa strategia permette di iniziare la fase AIS avendo gia a disposizione infor-
mazioni preliminari approssimative, che possono guidare la scelta dei campioni nei
primi passi.

Il processo di aggiornamento di 7 segue quanto descritto successivamente.

Definizione 7.3.1 Sia K il numero di iterazioni svolte dall’algoritmo DeepLISA, il

tensore ™ = (79, 79 0

1, Ty, ..., m,), contenente lo storico delle norme dei gradienti ottenuti

durante il processo, uno per ogni campione, € definito iterativamente in questo modo:

o 70 ¢ inizializzato come (0,0,...,0) € R";

e ad ogni iterazione k di DeepLISA, con k € {1,2,... K},

127



7.3. DEEPLISA E DEEPLISA-AIS: ALTERNANZA DEI METODI

~k—1 k) ~
T ||V s (W se j € Ny,
=7 IV (w0 vie{l,2,...,n}

k-t altriments.

J

j
.o

Al termine delle iterazioni, ™ := 7% ¢ tale che la sua componente j-esima, relativa

al campione j, assume forma (7.5), per ogni j € {1,2,...,n}.

Si osservi che, rispetto alla versione ibrida descritta nella Sezione|7.3. 1| 7 sara inizia-
lizzato come tensore nullo. Infatti, ogni sua componente sara aggiornata esattamente
una volta per ogni epoca di DeepLISA, grazie alla scelta dei mini-batch come par-
tizione dell’insieme di addestramento, assumendo cosi valori strettamente positivi.
In particolare, per ogni iterazione, I’aggiornamento di m avverra per ogni campione
di V.

Il processo di aggiornamento di = ¢ mostrato nello Step 2 di Algorithm [16
Questo, integrato all’interno di Algorithm rappresenta una nuova variante di
DeepLISA-AIS: algoritmo ibrido tra DeepLISA (con Accumulo della Norma
del Gradiente del Mini-Batch) e DeepLISA-AIS.
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Algorithm 15 Metodo Ibrido tra DeepLISA e DeepLISA-AIS

Require: 7 > 0; w(®© € R% n = |S|; Ny, tmax € N t.c. Ny < Nimay; sequenza positiva e

=

|

10:
11:

sommabile {eg tren; C > 0; t = 0; limiti del peso AIS {&min, Emax }; @0 t.¢. 0 < Qmin <

ap < Omaxs parametri {Oémin,Oémax;B,B%’Y} con vy € (07 ﬁ];ax)’ 5752 S (07 1)7 uno per

ogni metodo; numero di epoche Tpr,, Tazs € N, risp. per DeepLISA e DeepLISA-AIS.

. Inizializzazione di w(®;

Inizializzazione di 7 tale che, per ogni i € {1,2,...,n},
1 per Sezione (distribuzione AIS ¢ uniforme);
T =
0 per Sezione[7.3.2
Inizializzazione del numero di epoche Ty, e Tx1s; inizializzazione del numero di

epoche totali T'.

: num__epochs := Tpr, + Tars;

while num__epochs < T do

Algoritmo DeepLISA per Tpr, epoche, attraverso
- Algorithm [4 per Sezione[7.3.1}
- Algorithm [16 per Sezione[7.3.2;
Algoritmo DeepLISA-AIS per Tys epoche (Algorithm ;
Reinizializzazione di 7 tale che, per ogni i € {1,2,...,n},
)1 per Sezione (distribuzione AIS ritorna uniforme);

" 0 per Sezione[7.3.2
Eventuale modifica di Tpy, € Tars;
Aggiornamento di num__epochs: num__epochs = num__epochs+Tpr, + Tass.

end while
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Algorithm 16 Algoritmo DeepLISA con Accumulo della Norma del Gradiente del
Mini-Batch

Require: T > 0, Npax > 0, w® € R%, 0 < Ny < n, 0 < amin < @) < Omaxs

B,02 € (0,1), v > 0, M > 0, una sequenza positiva e sommabile {&j}ren,
C>0,t=0.

1: Inizializzazione di 7 = (0,0,...,0) € R™;

2: fort=1,2,...,T do

Step 1: Scelta della Dimensione e Creazione dei Mini-Batch Size

3: Scelta di N; come
N; = min { Nyax; Max L Ny ;
k=1

4: Partizione del training set S in L\%-‘ mini-batch di dimensione Ny;
5: fork:tj...,ﬂ(ﬂ—mo
6: Si sceglie il mini-batch N}, di cardinalita N;.

Step 2: Calcolo del Gradiente Stocastico e Aggiornamento di 7
7 Si calcola fur (w*)) e il gradiente stocastico V f; (w();
8: Si calcola ||V fa, (W) ]];
9: for j € NV}, do
10: 7 =1 + |V n, (w®)]|| (aggiornamento di 7);
11: end for

Step 3: Line Search Procedure per la Scelta del Learning Rate
12: Si calcola W = w¥) — ;, V fr (w®));
13: while fy; (W) > maxo<;<mineary Sa,_;, (WE) =y ||V fa, (Ww®)[|2 do
14: ay = Pay;
15: w=wh — a, Vfy, (wh);
16: end while

Step 4: Aggiornamento per I’Iterazione Successiva
17: Si pongono wlktl) — W; Q41 = mMin {amax, max (%, amin> }
18: end for
19: Aggiornamento del numero di iterazioni totali ¢ = k + 1.
20: end for
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7.4 DeepLISA con Accumulo delle Norme dei Gra-
dienti per AIS

Grazie alla strategia descritta nella Sezione|7.3.2 si osserva un leggero miglioramen-
to nelle prime epoche in cui si applica la strategia AIS. Questo suggerisce I'idea di
considerare le norme dei gradienti di fa; proprio come base per la distribuzione di
campionamento. Sebbene questa non sia equivalente alla distribuzione AIS ottimale,
lo storico delle norme di ||V f; (w®))|| puo fornire comunque informazioni significa-
tive per individuare i campioni in grado di ridurre maggiormente il rischio empirico.
Il vantaggio di questa strategia ¢ la riduzione significativa dei tempi computazionali,
eliminando il calcolo delle norme dei gradienti per campione e, cosi, superando la
principale limitazione che penalizza DeepLISA-AIS.

A differenza di quanto scritto nella Sezione[7.3.2, in tal caso viene introdotto un
ulteriore iperparametro 3 € (0,1], che permette di modellare la perdita di rilevanza
delle informazioni memorizzate in passato. Un valore di 3 molto piccolo determina
una rapida "dimenticanza" dei valori accumulati. Al contrario, quando § & prossimo
a 1, le informazioni sono maggiormente preservate.

k

In particolare, il tensore 7", contenente lo storico dei gradienti accumulati fino

all’iterazione k, ¢ definito come

™ = ij (6’”"‘ ’/\/1’13 I vfz(w““’)H), (7.4)

i ZENk

dove {ko, k1, ..., kn} € 'insieme ordinato degli indici delle iterazioni precedenti a k

in cui il campione j viene selezionato per il mini-batch.

Il processo di aggiornamento di 7 segue quanto descritto successivamente.

Definizione 7.4.1 Sia mazit + 1 il numero di iterazioni svolte dall’algoritmo, il

tensore ¢ = (7§, 7k ... 7k

) memorizza lo storico delle norme dei gradienti
ottenuti durante il processo, dove la sua componente j-esima e relativa al campione

j dell’insieme di addestramento. Fsso & definito iterativamente in questo modo:

o ¥ ¢ inizializzato come (1,1,...,1) € R";

e ad ogni iterazione k, con k € {1,2,...maxit},
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Bt IV e (W) || se j € N,
)BT IV Ix (W se j e N vie L2, ..}

7r§”_1 altriments.

dove 3 € (0,1] & un fattore che diminuisce I’importanza data alle norme accumulate
m passato.
La distribuzione di campionamento p* sara calcolata come nel caso Adaptive

Importance Sampling @

Si osservi che, rispetto alla versione ibrida descritta nella Sezione[7.3.2 ogni compo-
nente di 7 sara inizializzata come 1. Questo ¢ necessario per evitare errori durante i
calcoli nelle prime iterazioni: le componenti di 7 non sono necessariamente diverse
da 0, causando errori nel calcolo di E—W@;‘—T, il cui denominatore potrebbe essere
' m

pari a 0. Tuttavia, grazie all’iperparamletlro parametro 3, questo non causa alcuna
alterazione di 7 a lungo termine.

L’implementazione del metodo ¢ formalizzata in Algorithm (17 (Step 4). Cosi
come Algorithm [16, sara sfruttata Poperazione PyTorch .backward(), gia presente

all’interno del processo SGD.
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AIS

Algorithm 17 Variante di DeepLISA-AIS, Accumulo delle Norme dei Gradienti

Require: 7 > 0; w(¥ € R% n = [S|; Ny, max € N t.c. Ny < Nunax; sequenza positiva

e sommabile {e;}ren; C > 0; t = 0; limiti del peso AIS {&min, Emax}; o t.c. 0 <
Omin < &g < Qmax; parametri {amiIhamaX?ﬂ?ﬂQ?’Y} con vy € (O #)7 6752 S (07 1);
B e (0,1].

. Inizializzazione di w(®), m; = 1 per ognii € {1,...,n}

? tmax

Calcolo del numero totale di iterazioni maxit (Algorithm [11));
fort=1,2,...,7T do
Step 1: Scelta della Dimensione dei Mini-Batch

4: Scelta di N; come N; = min {nmax; max{ {%} NO}} :
b=l

5: fork=t¢,...,t+ LN%J —1do > equivalente a drop last = True

Step 2: Aggiornamento della Distribuzione AIS
¢ 6= it o e — i)
7: pﬁz{kﬁ%—(l—fk)%perognizé{l,Q,...,n};

Step 3: Selezione del Mini-Batch e Aggiornamento di ©
8: N}, = estrazione di NNV, campioni secondo la distribuzione p*;

Step 4: Calcolo del Gradiente Stocastico e Aggiornamento di 7
9: Si calcola frr, (W*)) e gp, (W) = ;k Sien. Vi(w®)

n D ien, Pi *

10: Si calcola ||V far, (w®)|I;
11: for j € N, do
12: 7 = B + |V iv,(wH)| (aggiornamento di 7);
13: end for

Step 5: Line Search Procedure per la Scelta del Learning Rate
14; while fy, (W® — .V fr, (wh)) > fr (W) — 7aV fy, (wh)Tg, do
15: ap = Pay
16: end while

Step 6: Aggiornamento per I'Iterazione Successiva
17: Poni w1 = w®) — 0, V fr- (W®)); ., = min {amax, max (‘;—’;, amin> }
18: end for
19: Aggiornamento del numero di iterazioni totali t = k + 1.
20: end for
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7.5 Analisi delle Prestazioni delle Varianti di DeepLISA-
AIS

In questa sezione sono riportate le analisi delle prestazioni delle varianti di Dee-
pLISA sviluppate in precedenza. I risultati derivano dal problema di classificazione
multiclasse del dataset CIFARIO |20]| attraverso la Residual Neural Network de-
scritta nella Sezione [I.2.3. Questa ¢ riadattata al problema attraverso le modifiche
riportate un Sezione

Per queste varianti, sono stati utilizzati gli stessi iperparametri indicati nell’ulti-
mo paragrafo di Sezione . Inoltre, nel caso in cui siano utilizzate 10 epoche (risp.
100 epoche) sara considerato &nayx := 0.5 (risp. &max := 0.8). Infine, per la variante
descritta nella Sezione si considerera /3 := 0.3, ottenuto attraverso il processo

di fine-tuning.

7.5.1 LISA-AIS ed Aggiornamento per Epoca della Distribu-

zione

Si considerino le varianti sviluppate nelle Sezioni e Esse, pur nascendo
da due approcci distinti, sono accomunate dallo stesso obiettivo: superare i limiti
computazionali di DeepLISA-AIS, cercando di allineare i tempi di esecuzione a quelli
di DeepLISA senza compromettere le prestazioni.

Da un lato, 'aggiornamento della distribuzione AIS all’inizio di ogni epoca con-
sente di sfruttare la natura multi-processing della classe Data Loader PyTorch, at-
tivata impostando il parametro ‘'num_workers’ a 2; dall’altro, la selezione di un nu-
mero ridotto di indici permette di limitare il tempo richiesto dal calcolo dei gradienti
per campione.

I risultati ottenuti dalla classificazione di CIFARI10 sono riportati in Figura[7.1],
in cui si analizza ’accuratezza sul test set rispetto al numero di iterazioni e al
tempo computazionale dei processi DeepLISA, DeepLISA-AIS e delle sue varianti.
Inoltre, la Tabella[7.1 mostra il risparmio temporale corrispondente. Mentre per gli
algoritmi con strategia AIS sono considerate 30 epoche, DeepLISA sara ripetuto per

100 epoche, poiché compie le iterazioni pitt velocemente.
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Figura 7.1: Confronto tra i metodi DeepLISA, DeepLISA-AIS e le sue varianti con aggior-

namento di p* per epoca e con aggiornamento puntuale della dimensione del mini-batch,

rispetto ad accuratezza (%) e tempo computazionale (secondi). Risultati ottenuti sul data-

set CIFAR10.
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DeepLISA-AIS DeepLISA-AIS per Epoca LISA-AIS

Tempo totale 2404.64 s 2282.08 s 2082.70 s

Risparmio - 4.09 s per epoca 321.94 s totali

Tabella 7.1: Confronto dei tempi computazionali (in secondi) per 30 epoche di DeepLISA-
AIS e delle sua varianti con aggiornamento per epoca della distribuzione e con aggiorna-
mento puntuale della dimensione del mini-batch. Siccome nel primo caso i tempi per epoca
presentano circa la stessa distanza, in "Risparmio per Epoca" sara riportata la media della

loro differenza durante il processo.

Accuratezza per Epoche ed Instabilita. Innanzitutto, dalla Figura |7.1al si
osserva che aggiornare la distribuzione solo una volta per epoca non altera significa-
tivamente le prestazioni del modello, le quali subiscono solo un lieve peggioramento.
Tuttavia, le oscillazioni dell’accuratezza aumentano, compromettendo la stabilita
temporale che caratterizza ’algoritmo DeepLISA-AIS. Questo é dovuto al fatto che
la varianza dello stimatore non ¢ effettivamente ridotta attraverso la scelta della
distribuzione AIS, quindi € meno probabile che la direzione ottenuta si avvicini a
quella ottimale —V f(w*)).

Un comportamento analogo si osserva anche aggiornando puntualmente la dimen-
sione del mini-batch, probabilmente riconducibile all'impiego di una minor quantita
di informazioni per ogni iterazione (Figura[7.1d).

Nonostante cio, considerando il numero di passi compiuti, queste varianti riman-
gono pitl stabili e con efficacia predittiva migliore rispetto all’algoritmo DeepLISA,

caratterizzato da una scelta casuale degli esempi.

Accuratezza per Tempo Computazionale. Da Figura |7.1¢ e Tabella si
evince che la parallelizzazione delle operazioni per la creazione dei mini-batch per-
mette di ridurre il tempo computazionale di circa 4.09 secondi per ogni epoca, at-
tenuando la durata complessiva del processo di due minuti. Tuttavia, questo lieve
miglioramento, unito all’aumento dell’instabilita dei risultati, si rivela insufficiente
per raggiungere le prestazioni di DeepLISA o almeno migliorare quelle di DeepLISA-
AIS (Figura . In effetti, il distacco del tempo computazionale tra DeepLISA e

questa variante rimane elevato: circa 49.06 secondi per singola epoca.
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Al contrario, come evidenziato nelle Figure -[7.1d, la velocita del processo
LISA-AIS nelle prime epoche di addestramento permette di ottenere accuratezze

superiori all’algoritmo originale, risparmiando complessivamente 321.94 secondi.

7.5.2 Metodi Ibridi: Alternanza di DeepLISA e DeepLISA-
AIS

Un’ulteriore idea & quella di alternare fasi di esplorazione tramite distribuzione uni-
forme e fasi in cui si segue la scelta adattiva, al fine di non focalizzarsi eccessivamente
sugli stessi esempi difficili. Seguendo quanto descritto nella Sezione [7.3, sono state

testate differenti strategie, tra le quali si distinguono per i loro risultati, riportati in
Figura[7.2

e Setting A. 10 epoche di DeepLISA-AIS, ripetute per un totale di 60 epoche;

e Setting B. 30 epoche di DeepLISA, seguite da tre ripetizioni di 10 epoche
con la strategia AIS, per un totale di 60 epoche;

e Setting C. alternanza dei due metodi, 10 epoche ciascuno;

Ulteriori strategie implementate, che tuttavia non hanno portato a risultati signifi-

cativi, sono:

e due ripetizioni di 30 epoche di DeepLISA-AIS;
e alternanza dei due metodi, 30 epoche ognuno;

e 10 epoche di DeepLISA (con e senza accumulo delle norme), seguite da 30
epoche di DeepLISA-AIS, dove si osserva che la scelta di inizializzare = come
descritto nella Sezione permette di ottenere un visibile miglioramento
iniziale della strategia AIS.

Si analizzino le Figure[7.2a - relative al modello ottenuto attraverso il Set-
ting A. Le sue prestazioni, pur essendo molto simili al caso di DeepLISA-AIS su
60 epoche, verificano un lieve incremento alla soglia dell’accuratezza raggiunta dalle
ultime epoche, compresa tra 88.0% e 88.5%. Dunque, reinizializzare il processo con
piccole fasi di esplorazione (distribuzione uniforme all’inizio di ogni processo) risulta

essere vantaggioso.
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Figura 7.2: Confronto dell’accuratezza per epoca e per tempo computazionale (in secondi),

valutando i metodi DeepLISA, DeepLISA-AIS e alcuni tra metodi ibridi.

138



7.5. ANALISI DELLE PRESTAZIONI DELLE VARIANTI DI DEEPLISA-AIS

Tuttavia, il risultato piu interessante si ottiene attraverso il Setting B. Dopo la
crescita iniziale data dalle estrazioni casuali, 1'utilizzo della strategia AIS permet-
te finalmente di ottenere un "salto" delle prestazioni, stabilizzando 'accuratezza
ad un livello elevato: da 89.0% a 89.5%. Dunque, a parita di numero di iterazio-
ni compiute, esso diventa pitu convincente dell’algoritmo DeepLISA, che raggiunge
questi risultati solo dopo decine di epoche successive e con maggiori oscillazioni
delle prestazioni (Figura . Inoltre, 1'utilizzo iniziale di DeepLISA e le ridotte
oscillazioni delle prestazioni, rendono questa variante migliore in tutto l'intervallo
temporale considerato (Figura[7.2d).

Infine, attraverso i risultati di Setting C osservabili nelle Figure - si
mostra che, quando viene utilizzata la strategia AIS, si ottengono risultati superiori

rispetto ad una scelta causale, buone anche valutandole per tempo di esecuzione.

7.5.3 DeepLISA con Accumulo delle Norme dei Gradienti per
AIS
Infine, si analizzano i risultati dell’ultima variante, descritta nella Sezione[7.4 Dee-

PLISA con distribuzione di campionamento ottenuta dall’accumulo delle norme dei

gradienti del rischio empirico sul mini-batch.
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Figura 7.3: Confronto dell’accuratezza per epoca e per tempo computazionale (in secondi),
valutando 1 metodi DeepLISA, DeepLISA-AIS e con distribuzione ottenuta attraverso l’ac-

cumulo della norma del gradiente della funzione rischio empirico.

Dalla Figural7.3, si osserva che questo metodo puo rappresentare il giusto com-
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promesso tra ’efficienza computazionale generata dalle informazioni del mini-batch
e la necessita di costruire un processo rapido, superando la limitazione principale
del calcolo dei gradienti per campione.

Nonostante non si segua propriamente la strategia AIS, su questo dataset, le
prestazioni del metodo sono molto buone, sia rispetto al numero di iterazioni com-
piute, sia rispetto al tempo computazionale. Nel primo caso, mostrato nella Figu-
ra [7.34, esso presenta ottime prestazioni iniziali, che si stabilizzano nell’intervallo
[88.8%,89.6%]| e completamente in linea con quelli ottenuti dalla strategia AIS. At-
traverso questo comportamento, esso raggiunge le prestazioni elevate di DeepLISA,
riducendo il suo comportamento oscillatorio. Un possibile merito di questo risul-
tato ¢ legato al fatto che, tramite dimensioni dei mini-batch molto elevate, sempre
pit campioni tendono ad avere le stesse componenti della distribuzione, parago-
nabile quasi a quella uniforme. Inoltre, la Figura e la Tabella mostrano
come il processo, nonostante sia leggermente pit lento, permetta di ottenere risulta-
ti lievemente migliori, anche grazie alla riduzione delle oscillazioni nelle prestazioni

finali.

Epoche | DeepLISA DeepLISA-AIS Variante con Accumulo
100 2799.64 s - 3269.03 s
60 - 4762.52 s -

Tabella 7.2: Confronto dei tempi computazionali (in secondi) per 60 epoche di DeepLISA-
AIS e 100 epoche di DeepLISA e della variante descritta nella Sezione .

7.6 Applicazione ad un Problema di Classificazione

Tumorale: 11 Mesotelioma

Al fine di valutare 'efficacia dei metodi proposti in un contesto applicativo reale,
sono stati condotti alcuni test su un problema di classificazione multiclasse per il
riconoscimento dei sottotipi istologici di una forma rara di cancro: il mesotelioma.
E importante sottolineare che, in tal caso, non ¢ stata scelta una rete neurale piu

efficiente per il tipo di problema, ad esempio in grado di cogliere al meglio dettagli
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locali microscopici, tralasciando quelli globali, poco informativi. Ad esempio, 1'ul-
tilizzo degli strati di pooling riduce la risoluzione delle informazioni microscopiche.
Inoltre non é stata eseguita alcuna operazione di fine-tuning. Dunque, 1'obiettivo
non é presentare un modello pronto per 1'uso clinico, ma fornire un base di riferi-
mento (baseline) ed una prima prova ad una sperimentazione pit completa volta
all’'ottimizzazione della classificazione. Pertanto, si tratta di una prova di fattibili-
ta, volta a verificare se le strategie proposte all’interno della tesi siano in grado di
apprendere informazioni da un dataset complesso e non risultino unicamente utiliz-
zabili sui dataset "giocattolo", come CIFARI10. Naturalmente, una fase successiva
del lavoro dovrebbe prevedere la ricerca di reti neurali e iperparametri migliori,

fine-tuning, per massimizzare le prestazioni finali ottenibili sul dataset.

7.6.1 CAMEL Dataset: Classification of Asbestos-related Me-

sothelioma Explainable Learning

Il mesotelioma € un raro tumore che si sviluppa a partire dalle cellule del mesotelio,
sottile membrana che riveste gli organi interni, il cui principale fattore di rischio é
I’esposizione all’amianto |2]. I possibile distinguerlo in quattro sottotipi istologici,

dipendenti dalle caratteristiche delle cellule che lo costituiscono:

e epitelioide, caso piu comune ed associato ad una prognosi mediamente mi-

gliore;
e sarcomatoide o fibroso, maggiormente aggressivo rispetto al precedente;
e bifasico o misto, caratterizzato dalla coesistenza dei primi due casi;

e desmoplastico, piu raro e difficile da diagnosticare, non é presente all’interno

del dataset considerato.

La Figura[7.4 mostra alcuni campioni istologici che evidenziano le diverse morfologie
cellulari: il mesotelioma epitelioide presenta cellule cuboidali, il sottotipo sarcoma-
toide e di tipo fusiforme e la variante bifasica comprende entrambe le componenti
strutturali. Proprio queste caratteristiche devono essere apprese dal modello per

fornire una corretta classificazione.
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BIPHASIC EPITHELIOID  SARCOMATOID

Figura 7.4: Vetrini di campioni istologici per alcuni sottotipi di mesotelioma pleurico:

epitelioide, sarcomatoide, bifasico [?].

Il dataset in analisi, dataset CAMEL (Classification of Asbestos-related
Mesothelioma Explainable Learning) [?|, contiene immagini di vetrini relativi
a mesoteliomi pleurici, ovvero presenti nella membrana polmonare esterna, la
pleura. Essi sono forniti dal Politecnico di Torino, in collaborazione con 1’ospedale
San Luigi di Torino. La tecnica utilizzata per il contrasto di questi vetrini ¢ la colo-
razione Ematossilina-Eosina (H&E), che evidenzia i nuclei cellulari attraverso
sfumature blu-viola date dall’ematossilina, separandoli con una colorazione rosa-
rosso data dall’eosina, in grado di colorare citoplasma e strutture circostanti [1].
Tale contrasto cromatico permette di cogliere la differente morfologia dei sottotipi
di mesotelioma.

Le immagini contenute nel dataset sono estratte da 15 vetrini differenti (Whole

Slide Images, WSIs), suddivisi in 109305 patch a colori di dimensioni 224 x 224:
e 5 WSIs per il mesotelioma bifasico, classe 0, da cui sono estratti 34 696 patch;
e 5 WSIs per il mesotelioma epitelioide, classe 1, suddivisi in 44 425 patch;
e 5 WSIs per il mesotelioma sarcomatoide, classe 2, per un totale di 30 184 patch.

Dunque, si tratta di un problema di classificazione multiclasse, che puo essere
affrontato attraverso la ResNet18 descritta nella Sezione [5.2

La principale limitazione di questo dataset risiede nello scarso numero di pa-
zienti campionati, che determina una ridotta varieta biologica e morfologica.

Infatti, persone con lo stesso sottotipo potrebbero presentare tumori differenti, di-
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pendentemente dalla loro storia clinica e dal tipo di esposizione all’amianto. Inoltre,
nonostante il controllo dichiarato dagli autori, non tutte le immagini possiedono
un buon contenuto informativo; ad esempio, la Figura evidenzia alcuni artefat-
ti presenti all’interno dei vetrini. Infine, considerando pazienti diversi le sfumature
della colorazione H&E possono subire alcune variazioni cromatiche a causa di fattori

esterni, come la concentrazione dei reagenti e il tempo di esposizione ai coloranti.

(a) Bifasico. (b) Epitelioide. (¢) Sarcomatoide.

Figura 7.5: Esempi di vetrini con contenuto informativo corrotto: (a) mesotelioma bifasico
che presenta solo due nuclei di cellule tumorali, confondibili con il caso epitelioide; (b)

immagine non nitida; (c¢) immagine artefatta, priva di tessuto biologico informativo.

7.6.2 Preparazione del Dataset: Training Set e Test Set

Per addestrare il modello ed analizzarne le prestazioni, & necessario suddividere
I'insieme di immagini in due sottoinsiemi: il training set e il test set.

In primo luogo, si ¢ deciso di suddividere casualmente ogni classe, tale che cir-
ca 1’80% dei suoi esempi sia utilizzato per I'addestramento e il restante 20% formi
I'insieme di test. Nonostante la correttezza teorica di tale suddivisione su un gene-
rico dataset, in questo caso il modello sara compromesso e presentera prestazioni
gonfiate rispetto alla realta a causa di "scorciatoie" nell’apprendimento. Infatti, uti-
lizzare i vetrini di uno stesso paziente per entrambi gli insiemi introduce una sorta
di correlazione tra i due: il modello classifichera gli insiemi di test riconoscendo le
caratteristiche che accomunano i vetrini dello stesso paziente, come, ad esempio, le
stesse sfumature della colorazione. Si tratta di un caso di un fenomeno piu ampio,
noto come Data Leakage. Con il termine Data Leakage si intende 'utilizzo di

informazioni illecite durante ’addestramento del modello, che gonfiano le perfor-
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Figura 7.6: Accuratezze per epoca di ResNetl8, addestrata con differenti metodi, nel caso

m cui, erratamente, si distinguono gli esempi di uno stesso paziente in insieme di training

e di test.

mance sul test set, ma non sono in grado di generalizzare sui dati futuri (momento
di inferenza) |7]. In questo caso, il problema sorge dalla correlazione tra esempi del
training set e test set. In effetti, osservando i risultati ottenuti dall’addestramento
dei modelli sul test set (Figura , le prestazioni sono molto pitl elevate rispet-
to a cio che si otterra dalla seconda strategia di separazione training-test, 50% di
accuratezza, raggiungendo velocemente un’accuratezza dell’85%.

Per evitare tale compromissione, si é deciso di separare il dataset in questo
modo: per ogni classe, quattro pazienti sono scelti casualmente per il training set,
un paziente comporra il test set. Purtroppo, la scarsita di pazienti rende labile il
test set: le prestazioni dipendono fortemente dai tre pazienti che lo compongono e
dalla qualita delle sue immagini. Anche il training set, contenente un totale di 12
pazienti, non presenta sufficiente varieta per una robusta classificazione. La Tabella

[7.3 mostra il numero di campioni per ognuno di questi.

Bifasico Epitelioide Sarcomatoide | Totale
Training Set | 28658 (33.7%) 33588 (39.5%) 22810 (26.8%) | 85056
Test Set 6038 (24.9%) 10837 (44.7%) 7374 (30.4%) | 24249

Tabella 7.3: Tabella riassuntiva della suddivisione del dataset in training set e test set.
Per ogni classe, € riportato il numero di patch all’interno degli insiemi, accompagnato

dalla percentuale (%) rispetto all’insieme stesso di appartenenza.
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7.6.3 Risultati di Classificazione del Mesotelioma

Informazioni sul Predittore e sui Metodi di Addestramento. Il dataset
CAMEL rappresenta un problema di classificazione, su tre classi, di immagini a
colori di dimensione 224 x 224. Siccome si é deciso di utilizzare lo stesso modello
dei capitoli precedenti, adattato ad immagini a colori di dimensione 32 x 32, queste
sono state opportunamente ridimensionate. Si osservi che questa modifica potrebbe
ridurre il contenuto informativo utile per la classificazione. Dunque, in analisi future,
si potrebbe sfruttare la ResNet18 originale, nata per immagini 224 x 224.

Le modifiche apportante alla Residual Network con 18 strati sono riportante
in Sezione [5.2 Inoltre, siccome a differenza di CIFARIO non conta ’orientazione
verticale delle cellule, al fine aumentare la capacita di generalizzazione del modello,
si aggiunge alle tecniche di Data Augmentation anche il Random Vertical Flip.
Infine, la normalizzazione dei tre canali RGB degli esempi ¢ stata riadattata al
nuovo training set di immagini.

Siccome gli insiemi di training e di test sono lievemente sbilanciati, per uno dei
metodi si é deciso di ricorrere anche a pesi specifici per i loro errori. In particolare,

per ogni classe ¢, alla Cross Entropy Loss sara aggiunto il peso

Ntrain

C Ty
dove ¢ = 3 ¢ il numero di classi, N € 1l numero di esempi del training set, n; di
essi appartenenti alla classe i, con i € {0, 1,2}.
Senza compiere alcuna operazione per il fine-tuning, sono stati confrontati i

risultati della ResNet18 addestrata attraverso
e SGD con dimensione del mini-batch fissa, pari a 32, e lunghezza di passo 0.05;
e DeepLISA;
e DeepLISA-AIS, considerando anche il bilanciamento sopracitato;
e DeepLISA-AIS reinizializzato ogni 10 epoche.

Gli iperparametri utilizzati sono quelli impostati per il dataset CIFARI10.
Infine, dato lo shilanciamento, le prestazioni saranno confrontate attraverso la

metrica accuratezza bilanciata, media delle accuratezze per ogni classe.
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Figura 7.7: Confronto dell’accuratezza bilanciata ottenuta attraverso differenti metodi di
addestramento del modello. Per ’algoritmo DeepLISA, per il metodo SGD e per le strategie
AIS sono considerate rispettivamente 100, 56 e 80 epoche.

Analisi dei Risultati. In Figura sono mostrati i risultati dell’accuratezza
bilanciata del modello sulle prime 80 epoche. Si osserva immediatamente che, at-
traverso il metodo SGD, il modello diverge, a causa della lunghezza di passo fissa
troppo elevata. Questo sottolinea il notevole vantaggio nella scelta della procedu-
ra di Line Search, che riduce la dipendenza delle prestazioni dalla scelta dei suoi
iperparametri e, di conseguenza, il tempo computazionale per il fine-tuning.
Inoltre, al contrario di quanto riscontrato in CIFARI10, la strategia AILS porta ad un
rapido miglioramento solo dopo la decima epoca, le cui prestazioni terminano attorno
ad un’accuratezza bilanciata del 48%. In tal caso, nonostante i tempi computazionali
dei gradienti per campione siano limitativi, aumentando il processo di 3.09 minuti
per epoca, la bonta delle prestazioni rende il metodo DeepLISA-AIS migliore gia
dopo 40 minuti. Infine, a differenza dei risultati ottenuti per il dataset CIFAR10, il
comportamento oscillatorio delle prestazioni non é ridotto.

Successivamente, siccome il training set ¢ lievemente sbilanciato, sono state con-
frontate le accuratezze ottenute per ogni classe attraverso DeepLISA-AIS e la sua
versione con bilanciamento. Sperimentalmente, all’interno della Sezione [6.4, si ¢
mostrato come il metodo tenda a concentrare le estrazioni sulle classi maggiormente
sbagliate. Dunque, aggiungere pesi al dataset potrebbe non essere necessario e, anzi,
dannoso per i risultati. In realta, dalla Figura[7.§si osserva un leggero miglioramen-

to per la classe meno presente, i mesoteliomi sarcomatoidi, a discapito degli altri
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Figura 7.8: Confronto dei risultati ottenuti attraverso il metodo DeepLISA-AIS e la sua

versione con bilanciamento attraverso l’attribuzione di pesi nella funzione loss: il grafico

a sinistra mostra le accuratezze bilanciate ottenute durante il processo; i grafici a destra

mostrano le predizioni compiute dal modello dopo 80 epoche per ogni insieme di esempi

appartenente alla stessa classe.

due sottotipi.

Inoltre, questi risultati evidenziano la difficolta principale della classificazione: la

classe 0, sottotipo bifasico, ¢ quella piu difficile da distinguere a causa della coesisten-

za di caratteristiche delle restanti classi. Essa rende anche difficile la classificazione

del mesotelioma sarcomatoide.
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Conclusioni

Nella presente tesi, ¢ stata studiato e implementato un metodo di Discesa del Gra-
diente Stocastico basato sulla fusione di due differenti strategie per la riduzione della
varianza, con l’obiettivo di migliorare l’addestramento dei modelli nel Deep Lear-
ning. In particolare, sono stati integrati tre approcci distinti: I'aumento dinamico
della dimensione del mini-batch, presentato nell’algoritmo DeepLISA, la procedura
di Line Search per la determinazione della lunghezza di passo e la selezione dei cam-
pioni tramite la distribuzione Adaptive Importance Sampling (AIS), caratteristiche
del metodo Mini-Batch SGD-AIS.

Dall’analisi sperimentale condotta sulla rete neurale convoluzionale ResNet18 sul
dataset CIFAR10, ¢ emersa la notevole rilevanza della strategia AIS sulle prestazioni
del modello, che garantisce un rapido incremento nelle prime epoche, riducendone
inoltre il comportamento oscillatorio. Tuttavia, il tempo computazionale necessa-
rio per l'esecuzione, dovuto alla necessita di calcolare le norme dei gradienti per
campione, rappresenta il suo principale limite.

Per tale motivo, sono state sviluppate alcune strategie volte alla riduzione del
tempo computazionale e all'incremento delle prestazioni. In particolare, si distin-
guono 'aggiornamento della distribuzione per epoca, ’aggiornamento puntuale della
dimensione del mini-batch (variante LISA) e Ieliminazione del calcolo dei gradien-
ti per campione, sfruttando informazioni ricavate dall’intero mini-batch. Tutta-
via, i risultati piu significativi sono stati ottenuti alternando fasi di campionamento
uniforme a fasi di campionamento adattivo (metodo ibrido).

Gli sviluppi futuri di questo lavoro si muoveranno in due direzioni. Da una
parte, sara studiata una strategia adattiva capace di alternare in modo automati-
co il campionamento uniforme ed adattivo, oltre all’aggiornamento puntuale della

dimensione del mini-batch, evitando di forzare questi cambiamenti attraverso iper-
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parametri prefissati. Dall’altra, ci si occupera di fornire una dimostrazione formale
della riduzione della varianza dello stimatore AIS nel caso di mini-batch.

Infine, dati i risultati ottenuti sul dataset medico per la classificazione del meso-
telioma, sara necessaria la ricerca di modelli migliori per la classificazione di questo

tipo.
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Appendice

In questa appendice sono riportate alcune dimostrazioni relative a teoremi del Ca-

pitolo[3 e del Capitolo [4

Dimostrazione del Lemma [13, Lemma 2.2, Sec. 2]. Innanzitutto, si
dimostri che, per ogni iterazione k € N, la procedura si arresta. Banalmente, se

Omax Soddisfa la condizione

(k) _ )Y < (k=3)y _ (k)y|12
f(w = Vi W) £ max - f (w ) el Vi PR (5)

allora si pone o, = amax € la procedura termina. Inoltre, in tal caso la disuguaglianza

([3.7) ¢ verificata.

Supponiamo ora che ayp,., non soddisfi la disuguaglianza . Siccome la funzione fy,
verifica il Descent Lemma [3.2.1] (Osservazione[3.2.2), si ha che, per ogni x,y € R",

vale

Ly,
) € () + Vi () (y —x) + ==y — x|
In particolare, ponendo y := w**1) e x := w® e ricordando la regola di aggiorna-

mento wb) = wlk) — 0, V fr- (W) si ottiene

fri (W = a¥ f (W) < fiv (W) + 9 i, (W) T (= 0V g (W)

Ly
zk | — aV fa, (w2

(4) Ly

< (wik—iy ONIE
< i, ) (1 P ) 9 )
©)

_l’_

L,

) IV fac (w2

dove la disuguaglianza (A) é conseguenza della definizione di massimo, tale che

(k) (k—j)
I (W) < oo max I, (W),
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Di conseguenza, se vale

_ (1 _ Ly«

<_
2)—7 — @

la condizione di arresto ¢ verificata.
Siccome [ € (0,1) e amax non soddisfa la disuguaglianza ,

2(1 —9)
Ly,

k

Im >0 : Qmax S <

Dunque, da quanto verificato in precedenza, la procedura si arresta, ponendo
Qg := amax ™. In conclusione, la procedura di Line Search ¢ ben posta.
Quindi, si dimostri che anche in tal caso vale la disuguaglianza (3.7]). Siccome

m > 0 ¢ il piu piccolo intero per cui vale , % = Omax3'm — 1) sara tale che

P (w® =g (W) < max fu (wE) - T g (w2,

15} ~ 0<j<min{k,M} B
da cui,
Qay maxop<j<min{k,M} ka,j (W(k_j)) - ka (W(k) - %ij\/k (W(k)))
5 CRIE
(g) % (1 _ L/\/,ﬂ%)
s 20

dove (B) ¢ conseguenza diretta della disuguaglianza (). Dunque,

o > %j\/_v) > min {amaxa %Ajf)/)} '

k
Infine, siccome Ly, < Ly, si ottiene la tesi.

O

Dimostrazione del Teorema [13, Teorema 2.1, Sec. 2]. Innanzitutto,

si dimostri che § = 2& — La?2 . > 0.
&j), dalla definizione di &, si ha che & = ap.. Dunque, dall’ipotesi

max

2 . .
Omax < 7, si ottiene che

Se max <

§ =20 — Lo, . = 20max — La2_ > 0.

max max

Altrimenti, supponiamo che valga

am>%%iﬁ (7)
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2B(1—y) :
T da cui

48(1 — 1)

max

Per definizione di &, si ha & =

— La?

max*

5=

Esso ¢ strettamente positivo se

0 < apmax <

ovvero, ricordando l'ipotesi ,

26(1—1) 4B(1 — ) 2 LB(1 —~) 2 [LB(1—7)
Lome 2 0me S\ T T T Do S T\ T Lol

Cio si verifica quando

2 LB(1 —7)
max - 1
Q < i e T <

Mentre la prima condizione é un’ipotesi del teorema, la seconda, osservando che

L_<1ep€(0,1)siottiene se 0 < v < 1.

Lmax

Ora, si dimostri che vale la disuguaglianza (3.8). Dall’Assunzione[3.1.3, si ha che
f & L-Lipschitz continua. Dunque, vale la disuguaglianza (3.6)) del Descent Lemma
3.2.1l In particolare, ponendo y := w1 e 2 := w*) e ricordando la regola di

aggiornamento w1 = wk) — 0, V fx- (w*))] si dimostra che
L 2
Fw ) — fw ) < —ap V(W) TV g, (w®) + ZZE(|V g, (w) 2
«
= S (IVF ) = Vfa WD) = [V 2 = [V s, (w)]) +

Lao?
+ 2R g ()

4 Omax o
< 229 £ (W) = Vg (w2 = S (V£ w2 + 1V g (w2 )+
La?nax
+ THVka(W(k))HQa
dove (A) ¢ conseguenza del fatto che 0 < & < ay, < ax (Lemma|3.2.3).
Considerandone ’aspettazione condizionata rispetto alla o-algebra Fy, per ogni

k € Ny, grazie alle sue proprieta di linearitd e monotonia, si ottiene

2B, [f(w*H) — F(W?)] < tman B [V F (W) = W frr (W) |] +
- &(Ek[HVﬂw““’)H?] +Ek[HV|erNk(w<’“>>H2])+

+ Log B[V fa (W) |7
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da cui, siccome vale (3.4)),

2By [f(w D) — f(W)] = (amax + Lagax = QEL[V far (W) P] = (rmax + @)V (w2

Siccome Ei [||V faz, (™) ||?] verifica la disuguaglianza [3.5] si ottiene

2B [f(w*HD) = F(w')] < (Qmax + Laguax — &) (IVF(W®)[? + ex) = (amax + @)V £ (w?)]?

= _(26‘ - La?nax)va(W(k))Hz + (amax + LO‘?nax - &)Ek

Ponendo ¢ := (amax + La?

2 ax — (), strettamente positiva poiché 0 < & < apay, €

ricordando che 6 := 2& — La?

sax > 0, s ottiene

2B, [f(wD) = f(w)] < =8|V A (w7 + e,

e, equivalentemente,

§

IVFw )2 < SE[F(w®) — fFwt )] +22, Yk €Ny (8)

SIS

Si calcoli 'aspettazione della disuguaglianza, che, attraverso la sua monotonia e la

legge dell’aspettazione totale, permette di ricavare

B9 £(w®)[?) < E[f(w®) - fw0)] + S )

Poi, sommando per k € {0,1,...,7 — 1} e dividendo entrambi i membri per T’

S (k) 2 - (k) sy L €y
k 2 k k+1
7 2 BV < G 3 L) = S E ] + 553
(B) 2 —
o CL UL RS D SERD
© 2 —
< 5—T(f(W(O)) — /1) + 5% ;Ek,

dove

(B) ¢ ottenuto dalla linearita dell’aspettazione, dallo sviluppo della serie telesco-

pica e dalla deterministicita di f(w®), da cui E[f(w®)] = f(w©®);

(C) & conseguenza diretta dell’ Assunzione e della linearita dell’aspettazione
(ELf (W] = ).

153



APPENDICE

Banalmente, per definizione di minimo, la tesi € verificata.
Poi, si dimostri
L YIS E(IVAw®)P] < +oc.

Anch’esso é conseguenza diretta di , eliminando il fattore % da entrambi i

membri.
Infine, si dimostri
2. limg, o0 [VF(WHR)] =0 ass.

Sviluppando la disuguaglianza @I) e ricordando che f* < f(w) per ogni w € R?, si

ottiene
‘ N £
B (W) = 1< (Fw ) ) = DIV O+ Se ()
da cui, per il Lemma|3.1.7
S IVIwM? < 400 as.
k=0
ponendo
o v, := f(w®)) — f* non negativo per Assunzione ;
o uy, == 5|V f(w™)|?, non negativo poiché § > 0, come dimostrato in prece-

denza;

® L = ggk, non negativo e sommabile grazie alle ipotesi sulla successione {ey }y.

Dunque, dalla condizione necessaria per la convergenza delle serie di termini non
negativi, si ottiene

; BV —
Jim VAW =0 as
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Dimostrazione del Teorema [13, Teorema 2.2, Sec. 2|]. Sia w* una

soluzione del problema (3.1]), si dimostri che la successione {w®}, converge quasi
(k+1)

sicuramente ad un punto di minimo. Ricordando la legge di aggiornamento w

wk) — a, V fa, (w)), vale

o) — w2 = w® = @,V f (w) = w2

= [Iw® = w** + a1V far (W) + 200V f, (W) T (w* — w)
Sommando e sottraendo 204,V f (w*)T (w* — w*)) al secondo membro,

WD — w2 = [w® —w|? + o[V fa, (W) 2+ 200,V f (W) T (w* — w®)+
+205(V fai (W) = V f(w®)) T (w* —w)
(4)
< [W® = w1+ oV s (WP + 20 (f(w*) — f(w™))+
1
2./
(B)
< (14 Qa2 [[WE = W1+ ol IV fa (W) 2+
1
Vr

IV fr, (W) — W f(wP)]2

€
+ QQkQHW* — w2 4 204

+ Omax vaj\/’k (W(k)) - Vf(w(k))H2,

dove

(A) ¢ conseguenza della convessita di f, per cui
f(w?) = fw) + Vf(w)T (we = w),

e della disuguaglianza di Young

IxI?  rliyl?

Rd
9 9 ) vx7y€ 77-7&07

x"y <

con T := /&;
(B) ¢ dovuto al fatto che 0 < ay, < amayx € f(w*) — f(Ww®)) <0,
Considerando il suo valore atteso condizionato rispetto alla o-algebra Fy, si ottiene
Ex[lw* ) — w* %] < (14 ama /e IWH = w7 [* + af o[V F (W) + 0faneh + Qimaxv/Er-

Dunque, & possibile applicare il Lemma|3.1.7, in quanto sono verificate corrispon-

denti ipotesi, considerando
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® 7 i= Qmax\/€k, Sommabile in quanto, per ipotesi /5 ¢ sommabile;
® Up = 0,

o = a2 V(W82 + a2, ek + Qmaxy/Zk, sommabile poiché

S IVA(W®) |2 < 400 quasi sicuramente per il Teorema {er}r e

{\/€k}x sono sommabili per ipotesi.

Allora, {||[w® — w*||}; converge quasi sicuramente per ogni w* € X*. Da questo

risultato, & possibile dimostrare che esiste w € X* tale che
weX* : w® W perk— oo quasisicuramente. (12)

Infatti, sia {w}}; un sottoinsieme numerabile dellinterno relativo di X*, ri(X*),
denso in X*. Siccome {||w*) — w|}; converge quasi sicuramente per ogni 4, si

deduce la seguente probabilita

P({||lw® — w}|| non converge}) = 0.

Dunque,
IP’(V@', de; t.e. lim ||W(k) —wi || = ci> =1,
k—o0
in quanto
P(Vi, Je; tee. lim |[w® — wi|| = Ci) <1
k—o00
e

]P’(Vz', de; t.c. kll_)rgo [w® —wi|| = cl-> =1- IP({HW(]“) — w;|| non Converge}>
>1-— ZP({||W(k) — w; || non converge})
=1

Ora, si dimostri che
IweXx* : |w® —w| =0 perk— oo quasisicuramente,

grazie a cui la tesi (12]) é verificata. Supponiamo per assurdo che esistano sottosuc-
cessioni convergenti {w®} indicate come {ay }; e {by },, che convergono rispetti-
g ) ki Jj kijJS3s g P

vamente ad a* e b*, con ||a* —b*|| =7 > 0. Per il Teorema[3.2.5, a* e b* sono punti
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di stazionarieta e, in particolare, punti di minimo, in quando f ¢ convessa. Quindi,
a*,b* e X*.
Siccome {w}}; & denso in X*, per ogni € > 0, esistono w; e w; tali che
7 ) ) 1q ip
|wi —a*|| < eel|w; —b*|| < e. Inoltre, per k; sufficientemente grande, ||a;, —a*|| <
a b J

e e ||by, —b"|| <e. Allora,
lag; — wi | = llag; —a" — (wi, —a")[| < [lag; —a"[| + [la* — wj [| < 2¢

e, dunque, per l'arbitrarieta di ¢ > 0, {|lay, — w;, ||}, converge quasi sicuramente a

0. Tuttavia,
g, — wi [| = [[b" —a™|| — [la” = wi || — [[by, —b"|| >r — 2.

Quest’ultima disuguaglianza contraddice la convergenza quasi sicura a 0 di
[w® — w7 ||. In conclusione, deve essere a* = b* e, quindi, deve esiste w € X* tale
che

|[w®) — W[ — 0 per k — oo quasi sicuramente.

O

Dimostrazione del Teorema [3.2.7] [13, Teorema 2.3, Sec. 2]. Ripetendo i
calcoli svolti per la disuguaglianza senza considerare f(w*) — f(w®) < 0, si

ricava

Ellw ™ = w[2] < (1 + cmaxcy/E0) [W = w7 + af o [V £ (W) [P+

+ 0l ke + Cmaxy/Er + 26 B (f(wW*) — f(w®)).

Si sommi la disuguaglianza per k € {0,1,...,T} e ne si calcoli I'aspettazione tota-
le. Sfruttando la proprieta di linearita dell’aspettazione e la legge dell’aspettazione

totale, si ottiene
T T
E[w* ) —w ] < Y E[w® — WP + amax D VEE[IW® - w*|*]+
k=0 k=0
T
+ O Y B[V (W) )+
k=0

T T T
+ a?nax ng + Qmax Z \/E»k + 2a ZE[f(W*) — f(w(k))]’
k=0 k=0 k=0
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da cui, ricavando 3";_  E[f(w®)) — f(w*)], si ottiene
d 1
> EF(w®) = fw)] < o= (1w = w | — E[w T — w2
k=0

maxZE IV (w)]?]

- Zm& lw® — w* ||’

2 T
+%k§€“am"2f

Poi, utilizzando E[||[wT*1) —w*||?] > 0,

T

DB ) = ) € gl wl WZE I9 £ )+
‘“‘“”ZWE Ihw® — w1
Ymax Z€k+04maxz\/—
Ponendo

400 +oo
S=> E[|IVFw")], g—zgk, £=Y \en,
k=0 k=0

dove

e S < +oo per il Teorema [3.2.5

e Z e ¢ sono finite per 'ipotesi di sommabilita delle corrispondenti successioni;
e osservando che

o Yo BlIVAw®)P < 5

o E[||w® — w*||?] & convergente e, dunque, limitata da una costante M > 0;

si ottiene
k) L. 2 ol o? a
]E _ * < _ * max S Omax max = max ~.
> ELF(wh) = fw)] < oo |[w® — w2 4 Sy o Sy Sy, S

(13)
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Poi, si ponga
1z
w(@ — 1 w),
R
e, dividendo la disuguaglianza per (T + 1), si applichi la disuguaglianza di

Jensen, ovvero E[f(w™)] < 7= S E[f(w®)], ottenendo

1
T+1

1 a? a? «a
o (T) — * < . ( 2 max Omax ~ max — max ~
B ) - S < gy (w0 = wiIP + g+ Spmand + Gpse g o).
Dunque, ¢ dimostrato che E[f(w(")) — f(w*)] abbia un tasso di convergenza (’)(%)

Poi, si sviluppi il primo membro della disuguaglianza . Siccome

0 < f(W) — f(w), si ha

S CE[f(wWI)] = Tf(w) =D E[f(wh) — f(w")]
k=1 k=1
T
<> E[f(w®) — f(w)]
k;o
<Y E[f(w) = f(w")]
k=1
< %Hw(‘” — w2+ ‘%la"SJr 2‘“5‘" EM + 2‘2‘1;X5+ 2“‘;"5.
(14)

Poi, attraverso la disuguaglianza , si determini il limite inferiore per 3, _, E[f(w®)].

Infatti, si ottiene

E[f(w) — f(w )] + S > 0.

Moltiplicando entrambi i membri per k e sommando i risultati per k € {1,2,...,T},

=)
IA
B

f T
RE[f(w®) = f(w*D) +t3 2::

B
Il
—

I
(7~
=
=
=z
~
=
=
s/—\
~
=
+
DO |y
Mﬂ
w
™M
ol

£
Il
—
£
Il
—

Poi, ponendo S = & ZZ o kek, si ha

TE T+1)

|Mﬂ
~
=
=
z
L
(AN
] =
=
g
=

= k=1
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Infine, combinando i risultati e ,

1 1 a2 o a? a _
(T+1)y _ N <« — [ 0) _ o *12 max max ~ max — max ~
B T) = )] < 7 (5w — w4 s pens 4 paxe g Sty 5).

La tesi é verificata per I'arbitrarieta di 7.

O

Dimostrazione del Teorema |3.2.11|[13|, Teorema 2.4, Sec. 2]. Innanzitutto,

si dimostri che

oc < 1.

Dalla definizione della costante 6 e dal fatto che & < apa. < %, in cui l'ultima

disuguaglianza ¢ fornita come ipotesi, si ha

2 1\? 1
§=2a—Lal,, <——-L(—-) ==

Inoltre, il Lemma(3.2.10 garantisce che ¢ < L. Dunque, ¢ facile dimostrare dc < 1.

Ora, si dimostri la disuguaglianza (3.10)), ovvero
E[f(w*D) — ] < (1= 00)* (fF(Ww) = f*) + 70", Vk €N

Dalla disuguaglianza e dal fatto che f verifica condizione PL, si ottiene

E7(w ) — 1] < fw®) - = VAP + S
< fw) = f* = 3el(w®) = ) + S
= (1= 8e)(f(w®) = 1)+ S
Considerandone il valore atteso, applicando la legge dell’aspettazione totale, si
ottiene
B (w) - £ < (1 BBIF(wH) - ] + Sex
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che, sviluppato ricorsivamente, diventa

B/ (v*) - £ < (1 b0) | (1= 8B wE) = 1] Sa| + 5o

k
< (L= 0M( ) = 1)+ 5 D0 - 6eYen o)
J:
A ¢ k+1 i
(L= 0 (W) = )+ 3 (=8P e,
j=1
dove (A) ¢ ottenuto attraverso il cambiamento di variabile j := j + 1 Infine, si

osservi che il Lemmal3.2.9 ¢ verificato ponendo ¢ := 1—dc e ¢ := 1, in quanto, come

dimostrato precedentemente, dc € (0, 1); allora,
k+1

In>0pel0,1) : Z(l — 50)3_151@“—3 <np®, VkeN.

j=1

Dunque, inserendo tale disuguaglianza in e ponendo 7 := %7), la tesi ¢ verificata.

Dimostrazione del Teorema [10, Lemma 1. Sec. 4]. Supponiamo che

Qmax soddisfi la condizione di Armijo la condizione di Armijo

ka (W(k) - agk) < ka (W(k)) ALY Vka(W(k))Tgk; (17>

allora, oy, = amax € la tesi é verificata.
Ora, supponiamo che ayuax non soddisfi questa condizione. Siccome fy, verifica le

ipotesi del Descent Lemma[3.2.1] si ha
a2L N

I (W — agy) < fun (W) — oV f (W) g + =l
a2LN
= fa (W) — aV fas (W) g, + > (ghe)
2
L
— fr(w®) —aV g (W) g + T2 g (W),
L m
- (k) _ 1— LN, v (kT
(18)

Dunque, la condizione di Armijo , condizione di arresto per la procedura di Line

Search, é soddisfatta se

2(1 —y)n S, K
aLy, m >y o< (L=)nd ien, Pi

1 —
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Per come costruita, la procedura di backtracking di Algorithm[j pone oy = apaxS™,

dove m > 0 esiste ed ¢ il piu piccolo intero per cui ([17)) é verificata, ovvero

m<L
amaxﬂ — mLNk
Dunque, essa non é soddisfatta per % = amax3™! (A). In piu, si ricordi la
disuguaglianza (B), si ottiene
ax @) I (W) = far (W) — Sgy) Gap (| by m
y— > —|1- :
B V fx (w®)Tgy, B 26 nYlien;, P

Da questa disuguaglianza e dalla definizione di p¥, per cui pf > 1_5% per ogni

i€{l1,2,...,n}, per ogni k € N, si ottiene

26(1 — V)nZieNk pf > 2B(1 =) (1 = &max)

L/\/'km o LNk

o > > min {amaxa

2B8(1 = 7)(1 — &Emax) }
Ly, '
Infine, siccome Ly, < L. 1= max; L;, si ottiene

25(1 - ’7)(1 - fmax)
Lmax

0< Qmin = min {amax; } < ap < Omax-
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